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Manned l u n a r  m i s s i o n s ,  t o  b e  i m p l e m e n t e d  u n d e r  
P r o j e c t  A p o l l o ,  w i l l  i n c l u d e  a l o w  a l t i t u d e ,  n e a r  c i r c u l a r ,  
l u n a r  o r b i t a l  p h a s e  o f  s h o r t  d u r a t i o n .  F o l l o w - o n  m i s s i o n s  may 
r e q u i r e  e x t e n d e d  t i m e  i n  such  a n  o r b i t .  Hence, p r e - m i s s i o n  
p l a n n i n g  f o r  o p e r a t i o n s  i n  t h e  n e a r  l u n a r  s p a c e  e n v i r o n m e n t  
w i l l  b e  b a s e d  on  e s t i m a t e s  o f  o r b i t a l  v a r i a t i o n s  f o r  b o t h  
s h o r t - a n d  l o n g - t e r m  m o t i o n  o f  t h e  s p a c e  v e h i c l e .  A r e a l i s t i c  
a p p r o a c h  t o  t h e  p r o b l e m  o f  e s t a b l i s h i n g  o r b i t  c h a r a c t e r i s t i c s  
w o u l d  n e c e s s a r i l y  i n c l u d e  a d e t e r m i n a t i o n  o f  how t h e  n o n c e n t r a l  
l u n a r  g r a v i t a t i o n a l  f i e l d ,  a c t i n g  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  t h e  p e r -  
t u r b i n g  i n f l u e n c e s  o f  t h e  Sun and p l a n e t s ,  w i l l  a f f e c t  t h e  ve -  
h i c l e ' s  t r a j e c t o r y .  The p r e s e n t  i n v e s t i g a t i o n  i s  c o n c e r n e d  
w i t h  t h i s  p r o b l e m  and was m o t i v a t e d ,  i n  p a r t ,  b y  t h e  r e c e n t  
a c q u i s i t i o n  o f  m o d i f i e d  JPL c o m p u t e r  t a p e s ,  p r o v i d i n g  a n  a c -  
c u r a t e  s o l a r  s y s t e m  e p h e m e r i s  f o r  t h e  y e a r s  1950 t o  2000. 
The a u t h o r  w i s h e s  t o  t h a n k  D r .  B y r o n  D .  T a p l e y ,  who, 
a s  s u p e r v i s i n g  p r o f e s s o r  f o r  t h i s  i n v e s t i g a t i o n ,  p r o v i d e d  much 
e n c o u r a g e m e n t  and  t i m e l y  a d v i c e .  The a u t h o r  i s  g r a t e f u l  t o  
D r .  W a l l a c e  F. F o w l e r  who, as  a member o f  t h e  s u p e r v i s i n g  com- 
m i t t e e ,  g a v e  many h e l p f u l  s u g g e s t i o n s  c o n c e r n i n g  t h e  c o m p u t a -  
t i o n  p h a s e  o f  t h e  s t u d y .  The a u t h o r  i s  i n d e b t e d  t o  George  H .  
B o r n  who p r o v i d e d  i n v a l u a b l e  a d v i c e  and made a v a i l a b l e  t h e  
i i i  
. 
i v  
m a t e r i a l s  and k n o w l e d g e  g a i n e d  f r o m  h i s  e a r l i e r  i n v e s t i g a t i o n  
o f  l u n a r  o r b i t s .  F i n a l l y ,  a c k n o w l e d g m e n t  i s  made t o  M r .  C .  B .  
W i l l i a m s  o f  The U n i v e r s i t y  o f  T e x a s  C o m p u t a t i o n  C e n t e r  who 
a s s i s t e d  i n  r e s o l v i n g  many o f  t h e  d i f f i c u l t i e s  e n c o u n t e r e d  i n  
t h e  f o r m u l a t i o n  and t e s t i n g  o f  t h e  c o m p u t e r  p r o g r a m .  
D a v i d  H a w k i n s  
T h e  U n i v e r s i t y  o f  T e x a s  
A u s t i n ,  T e x a s  
June, 1966 
A B S T R A C T  
N e a r - c i r c u l a r  l u n a r  s a t e l l i t e  o r b i t s  o f  l o w  i n c l i -  
n a t i o n ,  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  t y p e s  p l a n n e d  f o r  A p o l l o  m i s s i o n s ,  
a r e  i n v e s t i g a t e d  n u m e r i c a l l y  a s  a f o u r - b o d y  p r o b l e m .  A com- 
p u t e r  p r o g r a m  was w r i t t e n  t o  n u m e r i c a l l y  i n t e g r a t e  a m o d i f i e d  
s e t  o f  p e r t u r b a t i o n  e q u a t i o n s  w h i c h  i s  f r e e  o f  t h e  s m a l l  e c -  
c e n t r i c i t y  r e s t r i c t i o n  e n c o u n t e r e d  i n  t h e  c l a s s i c a l  L a g r a n g i a n  
s e t .  M a c h i n e  p l o t s  a r e  o b t a i n e d  f o r  t h e  t i m e  v a r i a t i o n  o f  
l o c a l  maximum and  m in imum v a l u e s  o f  t h e  s h o r t  p e r i o d  o s c i l l a -  
t i o n s  i n  t h e  o r b i t  e l e m e n t s  o v e r  a t o t a l  t i m e  span  e q u i v a l e n t  
t o  o n e  c o m p l e t e  c i r c u i t  o f  t h e  Moon a b o u t  t h e  E a r t h  ( t h e  
a n o m a l i s t i c  p e r i o d ) .  
T h e  p e r t u r b e d  a c c e l e r a t i o n  o f  t h e  s a t e l l i t e  i s  g e n -  
e r a t e d  b y  t h e  s e c o n d - o r d e r  t e r m  o f  t h e  l u n a r  g r a v i t a t i o n a l  
f o r c e  p o t e n t i a l  and a d i s t u r b i n g  f u n c t i o n  i n c o r p o r a t i n g  t h e  
e f f e c t s  o f  t h e  E a r t h  and Sun, b o t h  c o n s i d e r e d  a s  p o i n t  m a s s e s .  
The E a r t h - M o o n  n o d e  i s  assumed t o  r e g r e s s  a t  a c o n s t a n t  r a t e .  
The c o m p u t e r  r o u t i n e  r e c e i v e s  d i s t u r b i n g  b o d y  p o s i t i o n  d a t a  
f r o m  m o d i f i e d  JPL E p h e m e r i s  Tapes .  T h e  r e s u l t s  f o r  e i g h t  s e t s  
o f  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  i n  t a b u l a r  and  g r a p h i c a l  
f o r m .  I t  i s  c o n c l u d e d  t h a t  a l l  o r b i t  t y p e s  c o n s i d e r e d  e x h i b i t  
a h i g h  d e g r e e  o f  s t a b i l i t y  f o r  a p e r i o d  o f  28 d a y s .  
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1 .  INTRODUCTION 
The p o t e n t i a l  m i l i t a r y  and  p o l i t i c a l  a d v a n t a g e s  
a s s o c i a t e d  w i t h  e x t e n s i v e  e x p l o r a t i o n  o f  t h e  Moon h a s  i n d u c e d  
t h e  U n i t e d  S t a t e s  and t h e  S o v i e t  U n i o n  t o  i m p l e m e n t  a c c e l e -  
r a t e d  s p a c e  p r o g r a m s  t o  a c h i e v e  a manned l u n a r  l a n d i n g  p r i o r  
t o  t h e  n e x t  d e c a d e .  R u s s i a ' s  r e c e n t  s u c c e s s f u l  i n j e c t i o n  o f  
a s p a c e  p r o b e  i n t o  l u n a r  o r b i t  d e m o n s t r a t e s  t h e  f e a s i b i l i t y  
o f  manned l u n a r  m i s s i o n s .  C u r r e n t  G E M I N I  f l i g h t s  o f  t h e  U n i t e d  
S t a t e s  a r e  e s t a b l i s h i n g  e f f e c t i v e  r e n d e z v o u s  t e c h n i q u e s  t o  b e  
u s e d  o n  t h e  manned l u n a r  m i s s i o n s  of P r o j e c t  A p o l l o .  
A p o l l o  m i s s i o n  p h i l o s o p h y  c a l l s  f o r  i n j e c t i o n  o f  a 
manned s p a c e c r a f t  i n t o  n e a r - c i r c u l a r  l u n a r  o r b i t  a t  a n  a l t i -  
t u d e  o f  f r o m  50 t o  150 m i l e s .  A l u n a r  e x c u r s i o n  v e h i c l e  w i l l  
s e p a r a t e  f r o m  t h e  command modu le ,  d e s c e n d  t o  a p r e s e l e c t e d  
p o i n t  a b o v e  t h e  M o o n ' s  s u r f a c e ,  and make a s o f t  l a n d i n g .  A f t e r  
a s u i t a b l e  l u n a r  s t a y ,  t h e  e x c u r s i o n  v e h i c l e  w i l l  b e  l a u n c h e d  
f r o m  t h e  l u n a r  s u r f a c e  and w i l l  r e n d e z v o u s  w i t h  t h e  o r b i t i n g  
s t a g e .  S u c c e s s f u l  e x e c u t i o n  o f  t h i s  n e a r - l u n a r  p h a s e  w i l l  
d e p e n d  on an a c c u r a t e  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  o r b i t i n g  s t a g e  p o -  
s i t i o n  and t h e  c a p a b i l i t y  o f  p r e d i c t i n g  i t s  m o t i o n .  I t  i s ,  
t h e r e f o r e ,  e s s e n t i a l  t h a t  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  l u n a r  s a t e l -  
l i t e  o r b i t s  b e  e s t a b l i s h e d  p r i o r  t o  m i s s i o n  e x e c u t i o n .  
I n  c o n t r a s t  w i t h  t h e  we1 1 d o c u m e n t e d  E a r t h - s a t e 1  1 i t e  
p r o b l e m ,  r e l a t i v e l y  l i t t l e  has b e e n  p u b l i s h e d  on t h e  e q u i v a l e n t  
1 
2 
l u n a r  p r o b l e m .  B e c a u s e  o f  t h e  l a c k  o f  s i m i l a r i t y  b e t w e e n  
E a r t h  and  Moon s a t e l l i t e  t h e o r y ,  l i t t l e  new i n f o r m a t i o n  o n  
t h e  l u n a r  p r o b l e m  c a n  b e  g a i n e d  b y  c o m p a r i n g  t h e  t w o  t y p e s .  
An i n t r o d u c t i o n  t o  l u n a r  s a t e l l i t e  t h e o r y  i s  p r e s e n t e d  i n  
R e f e r e n c e  17." A c o m p r e h e n s i v e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  b a s i c  geom- 
e t r y  o f  t h e  E a r t h - M o o n  s y s t e m  a p p e a r s  i n  R e f e r e n c e  3 .  The 
d e t a i l s  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  t h e  p e r t u r b a t i o n  
t h e o r y  u s e d  i n  t h i s  r e p o r t  may b e  f o u n d  i n  R e f e r e n c e s  9, 19 
a n d  20. 
.I. 
Some o f  t h e  p u b l i s h e d  i n v e s t i g a t i o n s  t o  d a t e  r e v e a l  
t w o  q u i t e  d i f f e r e n t  a p p r o a c h e s  t o  t h e  l u n a r  s a t e l l i t e  p r o b l e m .  
One a p p r o a c h  l e a d s  t o  a p p r o x i m a t e  c l o s e d  f o r m  s o l u t i o n s  t o  
L a g r a n g e l s  P l a n e t a r y  e q u a t i o n s ,  a s e t  o f  f i r s t - o r d e r  n o n l i n e a r  
d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  t h e  t i m e  v a r i a t i o n  o f  t h e  o r b i t  
e l e m e n t s .  A n o t h e r  m e t h o d  e m p l o y s  h i g h  speed  d i g i t a l  c o m p u t a -  
t i o n  t o  n u m e r i c a l l y  i n t e g r a t e  t h e  p e r t u r b a t i o n  e q u a t i o n s .  I n  
g e n e r a l ,  t h e  f i r s t  a p p r o a c h  i s  s u i t e d  t o  s t u d i e s  o f  l o n g  t e r m  
m o t i o n ,  w h i l e  t h e  n u m e r i c a l  a p p r o a c h  i s  u s u a l l y  l i m i t e d  t o  
s t u d i e s  o f  s h o r t  t e r m  m o t i o n  f r o m  a c o n s i d e r a t i o n  o f  economy 
w i t h  r e s p e c t  t o  m a c h i n e  c o m p u t a t i o n  t i m e .  
L a s s  and S o l l o w a y 1 5  o b t a i n  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n s  f o r  
t h e  m o t i o n  o f  a s a t e l l i t e  o f  t h e  Moon b y  s i m p l i f y i n g  L a g r a n g e l s  
e q u a t i o n s  and  b y  u s i n g  t h e  a v e r a g i n g  p r o c e s s  o f  K r y l o f f -  
B o g o l i n b o f f .  S o l a r  e f f e c t s  a r e  n e g l e c t e d  and  t h e  Moon i s  a s -  
sumed t o  b e  a t r i a x i a l  e l l i p s o i d  i n  c i r c u l a r  o r b i t  a b o u t  a p o i n t  
-1. ,. R e f e r e n c e s  . a p p e a r  on p p .  57-58. 
3 
mass E a r t h .  They conclude t h a t  a l u n a r  satellite initially in 
a circular polar orbit of small radius will deviate little from 
this configuration over a period of six m o n t h s ,  
u s i n g  the same Earth-Moon model, estimates the relative impor- 
tance of lunar, Earth and solar gravitational effects on a sat- 
ellite based on some long term and secular variations of the 
orbit elements. 
tion to the equations of satellite motion neglecting all per- 
t u r b i n g  effects except the Moon's noncentral force field. F r o m  
Lorell,'7 
T ~ l s o n ~ ~  has developed a first-order approxima- 
a first-order solution to the perturbation equations, Wells 25 
determines the effect of the Moon's t h i r d  zonal harmonic on the 
satellite's pericenter distance. He obtains an envelope for 
initial orbit orientation that will result in long satellite 
1 ifetimes, where 'flifetimell means the time associated with a 
36-kilometer change in pericenter distance. 
Numerical integration of Lagrangels equations, or al- 
ternately the equations of motion, has been reported b y  several 
investigators, three of which are mentioned here. 
assumes a point mass E a r t h  and S u n  and uses two body equations 
to describe their motion with respect to the Moon, which is con- 
sidered a triaxial ellipsoid. The satellite equations of motion 
are integrated over a period of 40 revolutions for both polar 
a n d  equatorial orbits of large a n d  small eccentricities. A tab- 
ulation o f  initial and final orbit element values shows all 
orbits to be h i g h l y  stable. It is interesting to note, in view 
of the Lass and Solloway conclusion, that the small eccentricity 
polar orbit shows practically no deviation from the initial 
Brumberg 6 
4 
o r b i t  o r i e n t a t i o n .  A s i m i l a r  s t u d y  h a s  b e e n  r e p o r t e d  b y  
G o d d a r d l l  who o b t a i n s  a c o m p u t e r  s o l u t i o n  t o  L a g r a n g e ' s  e q u a -  
t i o n s  f o r  t h e  Same o r b i t  t y p e s  c o n s i d e r e d  b y  B r u m b e r g .  
Goddard ,  h o w e v e r ,  e x c l u d e s  t h e  Sun and  c o n s i d e r s  a p o i n t  mass 
E a r t h  i n  c i r c u l a r  o r b i t  a b o u t  t h e  Moon. A c o m p a r i s o n  o f  end 
p o i n t  v a l u e s  o f  t h e  o r b i t  e l e m e n t s ,  f o r  t w o  p o l a r  o r b i t s ,  w i t h  
t h o s e  o b t a i n e d  b y  B r u m b e r g  r e v e a l s  a s i g n i f i c a n t  d i s a g r e e m e n t ,  
e s p e c i a l l y  f o r  t h e  s e m i m a j o r  a x i s .  The  f a c t  t h a t  t h e s e  i n v e s -  
t i g a t o r s  u s e d  d i f f e r e n t  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  m e t h o d s  ( e a c h  
h a v i n g  a d i f f e r e n t  a c c u r a c y  s t a n d a r d )  and  s i g n i f i c a n t l y  d i f f e r -  
e n t  mesh s i z e s  c o u l d  a c c o u n t  f o r  t h e  d i s a g r e e m e n t .  
G o d d a r d ' s  c o m p u t e r  p r o g r a m  h a s  s i n c e  b e e n  m o d i f i e d  b y  
4 
B o r n  who assumes a p o i n t  mass E a r t h  m o v i n g  i n  a K e p l e r i a n  e l -  
l i p s e  a b o u t  t h e  Moon. I n i t i a l  o r i e n t a t i o n  o f  t h e  E a r t h - M o o n  
s y s t e m  i s  d e t e r m i n e d  f r o m  a t r u n c a t e d  f o r m  o f  B r o w n ' s  s e r i e s  
e x p a n s i o n s  g i v e n  i n  R e f e r e n c e  2. By r e t a i n i n g  o n l y  l o c a l  max- 
imum a n d  min imum o r b i t  e l e m e n t  v a l u e s  o f  t h e  s h o r t  p e r i o d  
v a r i a t i o n s ,  B o r n  o b t a i n s  a n  e n v e l o p e  f o r  t h e s e  v a r i a t i o n s  f o r  
80 r e v o l u t i o n s  o f  t h e  s a t e l l i t e  ( e q u i v a l e n t  t o  a b o u t  7 mean 
s o l a r  d a y s ) .  He c o n s i d e r s  c i r c u l a r  o r b i t s  a t  t w o  a l t i t u d e s ,  
50 and  150  m i l e s  f r o m  t h e  l u n a r  s u r f a c e ,  h a v i n g  i n c l i n a t i o n s  
o f  0 . 5 " ,  1 0 "  and  20"  ( d i r e c t  o r b i t s )  and  160°, 170" and  179.5"  
( r e t r o g r a d e  o r b i t s ) .  He c o n c l u d e s  t h a t  a l l  o r b i t  t y p e s  e x -  
h i b i t  a h i g h  d e g r e e  o f  s t a b i l i t y  f o r  a p e r i o d  o f  80 r e v o l u t i o n s ,  
and  t h a t  t h e r e  i s  n o  i n d i c a t i o n  o f  f u t u r e  i n s t a b i l i t y .  B o r n  
recommends t h a t  t h e  i n t e g r a t i o n s  b e  c a r r i e d  o u t  o v e r  a p e r i o d  
o f  o n e  m o n t h  and  t h a t  t h e  s t u d y  b e  expanded  t o  i n c l u d e  s o l a r  
5 
e f f e c t s .  Based  o n  a n t i c i p a t e d  p e r t u r b a t i o n s  o f  l u n a r  o r b i t e r s ,  
K a u l a 1 4  s u g g e s t s  t h a t  d e t e r m i n a t i o n  o f  t h e  amp1 i t u d e s  o f  s e m i -  
m o n t h l y  and  m o n t h l y  o s c i l l a t i o n s  o f  t h e  o r b i t  e i e m e n t s  w o u l d  b e  
d e s i r a b l e .  
The i n v e s t i g a t i o n  d e s c r i b e d  h e r e i n  was m o t i v a t e d  b y  
t h e  f o r e g o i n g  r e c o m m e n d a t i o n s  and t h e  r e c e n t  a c q u i s i t i o n  o f  
JPL E p h e m e r i s  Tapes,  m o d i f i e d  f o r  u s e  w i t h  t h e  C D C  1604  c o m p u t e r  
a t  The U n i v e r s i t y  o f  T e x a s .  The t a p e s  c o n t a i n  p o s i t i o n  and  v e -  
l o c i t y  c o o r d i n a t e s ,  a c c u r a t e  t o  12 d e c i m a l  d i g i t s ,  o f  t h e  m a j o r  
b o d i e s  o f  t h e  s o l a r  s y s t e m .  A c o m p l e t e l y  new c o m p u t e r  p r o g r a m  
was w r i t t e n ,  i n c o r p o r a t i n g  t h e  i n t e g r a t i o n  m e t h o d  ( A d a m s - M o u l t o n )  
u s e d  b y  Born ,  t o  i n c l u d e  s o l a r  e f f e c t s ,  t o  p r o v i d e  f o r  a r e -  
g r e s s i n g  E a r t h - M o o n  node,  and  t o  p r o v i d e  t h e  c a p a b i l i t y  o f  o b -  
t a i n i n g  E a r t h  a n d  Sun p o s i t i o n  d a t a  f r o m  t h e  E p h e m e r i s  T a p e s .  
A m o d i f i e d  s e t  o f  L a g r a n g e ' s  P l a n e t a r y  ( p e r t u r b a t i o n )  e q u a t i o n s ,  
d e f i n i n g  t h e  t i m e  v a r i a t i o n  o f  t h e  s a t e l l i t e  o r b i t  e l e m e n t s ,  a r e  
n u m e r i c a l l y  i n t e g r a t e d  o v e r  a n  i n t e r v a l  o f  27.55 d a y s .  I n i t i a l  
c o n d i t i o n s  a r e  i d e n t i c a l  t o  t h o s e  o f  Bo rn ,  e x c e p t  t h a t  i n c l i n a -  
t i o n s  o f  1 0 "  a n d  170"  a r e  n o t  c o n s i d e r e d .  I n  t h e  R e s u l t s  Sec -  
t i o n  i n i t i a l  and  f i n a l  v a l u e s  o f  t h e  o r b i t  e l e m e n t s  a r e  t a b u -  
l a t e d ,  a n d  e n v e l o p e s  o f  t h e  s h o r t  p e r i o d  v a r i a t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  
g r a p h i c a l l y .  P r e s e n t e d  a l s o ,  i s  a t a b u l a r  c o m p a r i s o n  w i t h  B o r n ' s  
r e s u l t s ,  b a s e d  on  80 r e v o l u t i o n s .  
I I .  A N A L Y S I S  
A. Problem Description and Assumptions 
Due to the rather complex nature of the lunar 
satellite problem, realistic solutions are usually not easy to 
obtain. The degree o f  problem complexity will depend mainly on 
desi red accuracy 1 imits. The simple, closed-form, two-body 
solution is obtained with ease, b u t  it is hopelessly inadequate 
for describing the true motion o f  a l u n a r  satellite. The pres- 
ence of other celestial bodies, such as the Earth and Sun, will 
cause the satellite to deviate from an elliptical path, so that 
the orbit elements will v a r y  with time. A reasonably accurate 
account of the motion requires consideration of the highly non- 
1 inear n-body problem, for which no closed-form solution exists. 
Fortunately, the digital computer provides a means for attack- 
i n g  the problem in i t s  most general form. O n  the other hand, 
computer limitations and lack of precision in the physical con- 
stants make i t  desirable to simplify the problem to the extent 
possible without compromising desired accuracy limits. For 
this analysis the limits are arbitrarily set a t  + 100 meters 
in satellite range. This error tolerance is equivalent to pre- 
cision through five decimal d i g i t s  for the orbit types con- 
s i dered . 
- 
The perturbing forces that will influence the motion 




(1) M o o n ' s  n o n c e n t r a l  g r a v i t y  f i e l d  
( 2 )  E a r t h ' s  g r a v i t y  f i e l d  
( 3 )  S u n ' s  g r a v i t y  f i e l d  
( 4 )  G r a v i t y  f i e l d s  o f  t h e  p l a n e t s  
( 5 )  G r a v i t y  f i e l d s  o f  b o d i e s  e x t e r i o r  t o  t h e  s o l a r  
s y s t e m  
( 6 )  S o l a r  r a d i a t i o n  p r e s s u r e .  
The  r e l a t i v e  i m p o r t a n c e  o f  t h e s e  p e r t u r b i n g  f a c t o r s  d e p e n d s  on 
t h e  t y p e  o f  s a t e l l i t e  a n d  i t s  o r b i t  g e o m e t r y .  A c c o r d i n g  t o  L a s s  
a n d  S o l  loway,"  t h e  p r i n c i p a l  
s a t e l l i t e  a r e  c a u s e d  b y  t h e  f i r s t  t h r e e  e f f e c t s  i n  t h e  a b o v e  
l i s t .  T h e y  e s t i m a t e  t h a t  t h e  Moon 's  p e r t u r b i n g  e f f e c t  o n  a 
s a t e l l i t e  i s  s l i g h t l y  m o r e  d o m i n a n t  t h a n  t h e  E a r t h ' s  e f f e c t ,  t h e  
l a t t e r  b e i n g  a b o u t  2 0 0  t i m e s  g r e a t e r  t h a n  t h e  S u n ' s  e f f e c t .  The 
r e l a t i v e  i m p o r t a n c e  o f  p l a n e t a r y  i n f l u e n c e s  c a n  b e  e s t i m a t e d  b y  
a p p l y i n g  N e w t o n ' s  i n v e r s e  s q u a r e  l a w  o f  g r a v i t a t i o n  ( F / m  = G M i / r 2 ) ,  
w h e r e  F/m i s  t h e  a c c e l e r a t i o n  o f  a s a t e l l i t e  o f  mass rn and  
M i  i s  t h e  mass of t h e  d i s t u r b i n g  b o d y  a t  a d i s t a n c e  r f r o m  
t h e  s a t e l l i t e .  C a l c u l a t i o n s  f o r  e a c h  p l a n e t  a t  i n f e r i o r  c o n -  
j u n c t i o n  w i l l  y i e l d  t h e  maximum a c c e l e r a t i o n .  I t  i s  f o u n d  t h a t  
t h e  Sun p r o d u c e s  a s a t e l l i t e  a c c e l e r a t i o n  o f  a p p r o x i m a t e l y  
6 x KM/sec2 and  t h a t  p l a n e t a r y  e f f e c t s  r a n g e  f r o m  
3 x 10-l' KM/sec2 
The n e a r e s t  s t a r ,  A l p h a  C e n t u r i ,  a t  a d i s t a n c e  o f  4 . 3  l i g h t  
y e a r s  f r o m  t h e  Sun, w i l l  h a v e  an e f f e c t  o f  t h e  o r d e r  t o  
p e r t u r b i n g  a f f e c t s  on a n e a r - l u n a r  
KM/sec2 f o r  P l u t o .  -14 f o r  J u p i t e r  t o  - 1  x 1 0  
2 KM/sec  . Here ,  t h e  s t a r  i s  assumed t o  b e  a s  m a s s i v e  a s  
t h e  Sun. F o r  a s a t e l l i t e  o f  h i g h  d e n s i t y ,  i t  c a n  b e  shown t h a t  
a 
t h e  s o l a r  r a d i a t i o n  e f f e c t  i s  s m a l l e r  t h a n  J u p i t e r ' s  e f f e c t .  
S i n c e  J u p i t e r ' s  e f f e c t  i s  e x t r e m e l y  s m a l l  c o m p a r e d  t o  t h e  S u n ' s  
e f f e c t ,  t h e  i n i t i a l  d e c i s i o n  was t o  t e m p o r a r i l y  n e g l e c t  a l l  p e r -  
t u r b i n g  f o r c e s  e x c e p t  t h o s e  d u e  t o  t h e  Moon, E a r t h  a n d  Sun, 
p e n d i n g  c o m p u t e r  t e s t  r u n s  t o  d e t e r m i n e  t h e  i m p o r t a n c e  o f  s o l a r  
e f f e c t s .  S u b s e q u e n t l y ,  t w o  c o m p u t e r  r u n s  w e r e  made, o n e  i n c l u d -  
i n g  t h e  Sun and t h e  o t h e r  n e g l e c t i n g  i t .  C o m p a r i s o n  o f  t h e  t w o  
s e t s  o f  r e s u l t s  showed t h a t  t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  o s c i l l a t i o n s  o f  
t h e  s e m i - l a t u s  r e c t u m  was changed  b y  a b o u t  0.05%, w h i c h  i s  e q u i v -  
a l e n t  t o  a c h a n g e  i n  s a t e l l i t e  p o s i t i o n  o f  l e s s  t h a n  one  m e t e r .  
T h e  o t h e r  o r b i t  e l e m e n t s  showed c h a n g e s  t h a t  w e r e  l e s s  t h a n  
0 . 0 5 % .  The r e s u l t s  o f  t h i s  t e s t  c o n f i r m s  t h e  s o u n d n e s s  o f  t h e  
o r i g i n a l  d e c i s i o n .  M o r e o v e r ,  t h e  E a r t h  a n d  Sun c a n  b e  t r e a t e d  
a s  p o i n t  masses,  b e c a u s e  t h e  e f f e c t  o f  t h e i r  n o n c e n t r a l  g r a v i t y  
f i e l d s  o n  a n e a r - l u n a r  s a t e l l i t e  i s  n e g l i g i b l e  f o r  s t u d i e s  o f  
s h o r t - t e r m  m o t i o n .  The l u n a r  n o n c e n t r a l  g r a v i t y  f i e l d ,  h o w e v e r ,  
w i l l  h a v e  s i g n i f i c a n t  e f f e c t s  o n  a s a t e l l i t e  t h a t  i s  c l o s e  t o  
t h e  Moon. 
I t  i s  g e n e r a l l y  c o n c e d e d  t h a t  a t r i a x i a l  e l l i p s o i d  
c l o s e l y  a p p r o x i m a t e s  t h e  t r u e  shape o f  t h e  Moon. S i n c e  v e r y  
l i t t l e  i s  known c o n c e r n i n g  t h e  Moon 's  mass d i s t r i b u t i o n ,  i t  h a s  
b e e n  common p r a c t i c e  t o  assume t h a t  i t  i s  u n i f o r m  t h r o u g h o u t .  
I t  w i l l  b e  n e c e s s a r y ,  l a t e r  i n  t h i s  a n a l y s i s ,  t o  r e l a t e  t h e  
i n e r t i a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s a t e l l i t e  t o  t h e  p r i n c i p a l  a x e s  o f  
i n e r t i a  o f  t h e  Moon. To  a c h i e v e  a h i g h  d e g r e e  o f  a c c u r a c y ,  t h i s  
p a r t i c u l a r  t r a n s f o r m a t i o n  m u s t  a c c o u n t  f o r  t h e  mean r a t e  o f  r e -  
g r e s s i o n  o f  t h e  a s c e n d i n g  n o d e  o f  t h e  E a r t h - M o o n  o r b i t  ( a b o u t  
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1 . 5 "  p e r  m o n t h ) ,  t h e  n o d e s  l i b r a t i o n  i n  l o n g i t u d e ,  and  t h e  
M o o n ' s  d y n a m i c  l i b r a t i o n s  i n  l a t i t u d e  a n d  l o n g i t u d e .  A c c o r d i n g  
t o  K a l e n s h e r , 1 3  t h e  maximum m o n t h l y  v a r i a t i o n  o f  t h e s e  1 i b r a -  
t i o n s  i s  l e s s  t h a n  O.O05', w h i c h  i s  q u i t e  s m a l l  r e l a t i v e  t o  t h e  
mean r a t e  o f  c h a n g e  o f  t h e  n o d e .  
I n  v i e w  o f  w h a t  h a s  been s a i d  i n  t h e  f o r e g o i n g  d i s -  
c u s s i o n ,  t h e  m a t h e m a t i c a l  f o r m u l a t i o n s  f o r  t h i s  a n a l y s i s  a r e  
b a s e d  o n  t h e  f o l l o w i n g  a s s u m p t i o n s :  
(1) The o n l y  s i g n i f i c a n t  p e r t u r b i n g  i n f l u e n c e s  a r e  
d u e  t o  t h e  M o o n ' s  n o n c e n t r a l  g r a v i t y  f i e l d  a n d  
t h e  g r a v i t y  f i e l d s  o f  t h e  E a r t h  and Sun. 
(2 )  The E a r t h  and  Sun a r e  p o i n t  m a s s e s .  
( 3 )  The mass o f  t h e  s a t e l l i t e  i s  n e g l i g i b l e  c o m p a r e d  
t o  t h e  M o o n ' s  mass. 
( 4 )  The Moon i s  a t r i a x i a l  e l l i p s o i d  o f  u n i f o r m  mass 
d i s t  r i b u t  i o n .  
(5) N e g l e c t i n g  t h e  l i b r a t i o n  o f  t h e  mean a s c e n d i n g  
n o d e  o f  t h e  E a r t h - M o o n  o r b i t  a n d  t h e  d y n a m i c  
l i b r a t i o n s  o f  t h e  Moon i n  l a t i t u d e  and l o n g i t u d e  
w i l l  h a v e  a n e g l i g i b l e  e f f e c t  o n  t h e  a c c u r a c y  o f  
t h e  r e s u l t s .  
T h e s e  a s s u m p t i o n s  m u s t  b e  i n c o r p o r a t e d  i n t o  a s e t  o f  
p e r t u r b a t i o n  e q u a t i o n s  w h i c h  d e f i n e  t h e  t i m e  r a t e s  o f  c h a n g e  o f  
t h e  s a t e l l i t e  o r b i t  e l e m e n t s .  B e f o r e  i n t r o d u c i n g  t h e s e  e q u a -  
t i o n s ,  i t  w i l l  b e  i n s t r u c t i v e  t o  d e s c r i b e  t h e  M o d i f i e d  J P L  
E p h e m e r i s  Tapes ,  and t o  d e f i n e  c o o r d i n a t e  s y s t e m s  and p e r t i n e n t  
t r a n s f  orma t i o n s  . 
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B. M o d i f i e d  JPL E p h e m e r i s  TaDes 
T h e  J e t  P r o p u l s i o n  L a b o r a t o r y  o f  t h e  C a l  i f o r n i a  
I n s t i t u t e  o f  T e c h n o l o g y  h a s  d e v e l o p e d  a n  e p h e m e r i s  f o r  t h e  m a j o r  
b o d i e s  o f  t h e  s o l a r  s y s t e m .  P o s i t i o n  and  v e l o c i t y  d a t a ,  a c c u -  
r a t e  t o  1 2  p l a c e s ,  h a s  b e e n  s t o r e d  on m a g n e t i c  c o m p u t e r  t a p e s  
t o  b e  u s e d  w i t h  t h e  I B M  7090 c o m p u t e r  i n  c o n j u n c t i o n  w i t h  t h e  
JPL Space  T r a j e c t o r i e s  P r o g r a m .  1 2  
JPL t a p e s ,  c o v e r i n g  t h e  y e a r s  1 9 5 0 - 2 0 0 0 ,  h a v e  b e e n  
r e c e n t l y  m o d i f i e d  f o r  u s e  w i t h  t h e  C o n t r o l  D a t a  C o r p o r a t i o n  1604  
c o m p u t e r  a t  The  U n i v e r s i t y  o f  T e x a s .  A d e s c r i p t i o n  o f  t h e  m o d i -  
f i e d  t a p e s  and  d i r e c t i o n s  f o r  t h e i r  u s e  may b e  f o u n d  i n  R e f e r -  
e n c e  7 .  Tape  d a t a  r e q u i r e d  f o r  t h i s  s t u d y  c o n s i s t s  o f  t h e  
h e l i o c e n t r i c  c o o r d i n a t e s ,  i n  a s t r o n o m i c a l  u n i t s ,  o f  t h e  E a r t h -  
Moon b a r y c e n t e r  and  t h e  g e o c e n t r i c  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  Moon i n  
u n i t s  o f  E a r t h  r a d i i .  The p o s i t i o n  and v e l o c i t y  c o m p o n e n t s  a r e  
r e f e r r e d  t o  a r e c t a n g u l a r  C a r t e s i a n  c o o r d i n a t e  s y s t e m  whose r e f -  
e r e n c e  p l a n e  a n d  r e f e r e n c e  d i r e c t i o n  c o i n c i d e  w i t h  t h e  mean 
e q u a t o r  and e q u i n o x  o f  1 9 5 0 . 0  ( J u l i a n  D a t e  2 4 3 3 2 8 2 . 4 2 3 3 5 7 ) .  
The s t a n d a r d  c o n s t a n t s  f o r  c o n v e r t i n g  a s t r o n o m i c a l  u n i t s  a n d  
E a r t h  r a d i i  t o  k i l o m e t e r s ,  as  g i v e n  i n  R e f e r e n c e  8, a r e  
1 A . U .  = 149599000KM and  1 E a r t h  r a d i u s  = 6 3 7 8 . 3 2 5 5  KM.  How- 
e v e r ,  t h e  v a l u e  o f  one  E a r t h  r a d i u s  u s e d  f o r  t h i s  i n v e s t i g a t i o n ,  
and  t h e  v a l u e  recommended a c c o r d i n g  t o  R e f e r e n c e  22, i s  
1 E a r t h  r a d i u s  = 6 3 7 8 . 3 2 7  K M .  The d i f f e r e n c e  i n  t h e s e  t w o  v a l -  
u e s  ( 0 . 0 0 1 5  K M )  r e s u l t s  i n  an i n s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e  ( l e s s  
t h a n  0 . 0 9  K M )  i n  t h e  E a r t h ' s  s e l e n o c e n t r i c  c o o r d i n a t e s .  Hence, 
f o r  t h i s  s t u d y ,  e i t h e r  v a l u e  o f  t h i s  c o n v e r s i o n  c o n s t a n t  c o u l d  
b e  u s e d .  
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C .  C o o r d i n a t e  S y s t e m s  
F o r  t h i s  a n a l y s i s  t h r e e  s e l e n o c e n t r i c  c o o r d i n a t e  
s y s t e m s  a r e  s p e c i f i e d  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  1950 .0  s y s t e m  a s s o -  
c i a t e d  w i t h  t h e  J P L  E p h e m e r i s  Tape d a t a .  A l l  c o o r d i n a t e  s y s -  
tems a r e  o r t h o g o n a l  and  r i g h t - h a n d e d  i n  t h e  v e c t o r  s e n s e .  
(1) S e l e n o c e n t r i c  " I n e r t i a 1 I  S y s t e m  ( x , y , z ) .  F o r  
c o n v e n i e n c e  i n  r e f e r e n c i n g  t h e  s a t e l l i t e  o r b i t  e l e m e n t s ,  t h e  
p r i m a r y  c o o r d i n a t e  s y s t e m  i s  c h o s e n  s u c h  t h a t  i t s  o r i g i n  i s  a t  
t h e  M o o n ' s  c e n t e r  o f  mass and i t s  a n g u l a r  o r i e n t a t i o n  i s  i n -  
v a r i a n t  w i t h  r e s p e c t  t o  a f i x e d  d i r e c t i o n .  T h i s  s y s t e m  i s  n o t  
l l i n e r t i a l l l  i n  t h e  a b s o l u t e  sense, b e c a u s e  t h e  o r i g i n  i s  t r a n s -  
l a t i n g  a l o n g  a c u r v e d  p a t h  r e l a t i v e  t o  t h e  Sun.  However ,  b y  
v i r t u e  o f  t h e  n o n r o t a t i n g  f e a t u r e ,  t h e  e q u a t i o n s  o f  r e l a t i v e  
m o t i o n ,  b a s e d  on N e w t o n ' s  law, a r e  v a l i d .  A t  t i m e  z e r o  f o r  
t h i s  s t u d y  t h e  x - a x i s  i s  d e f i n e d  b y  t h e  i n t e r s e c t i o n  o f  t h e  
l u n a r  e q u a t o r i a l  p l a n e  and t h e  e c l i p t i c  p l a n e ,  and i t  i s  d i r e c -  
t e d  t o w a r d s  t h e  mean a s c e n d i n g  node o f  t h e  E a r t h - M o o n  o r b i t  
( s e e  F i g .  1). I f  t h e  z - a x i s  c o i n c i d e s  w i t h  t h e  M o o n ' s  s p i n  
a x i s  a n d  i f  i t  i s  d i r e c t e d  t o w a r d s  t h e  n o r t h  c e l e s t i a l  h e m i -  
s p h e r e ,  t h e  y - a x i s  w i l l  l i e  i n  t h e  l u n a r  e q u a t o r i a l  p l a n e .  
( 2 )  B o d y - F i x e d  S e l e n o c e n t r i c  S y s t e m  ( x ' , y ' , z ' ) .  The  
( x ' , y ' , z ' ) - c o o r d i n a t e  s y s t e m  shown i n  F i g .  1 w i l l  c o i n c i d e  w i t h  
t h e  M o o n ' s  p r i n c i p a l  a x e s  o f  i n e r t i a  s u c h  t h a t  t h e  X I - a x i s  i s  
d i r e c t e d  t o w a r d  t h e  E a r t h  and t h e  z ' - a x i s  i s  d i r e c t e d  t o w a r d s  
t h e  n o r t h  c e l e s t i a l  h e m i s p h e r e .  S i n c e  t h i s  s y s t e m  i s  b o d y -  
f i x e d ,  i t  w i l l  r o t a t e  w i t h  t h e  Moon and t h e  z ' - a x i s  w i l l  a l w a y s  
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( 3 )  R o t a t i n g  S e l e n o c e n t r i c  S y s t e m  (Z,v,?). T o  r e l a t e  
t h e  r e g r e s s i o n a l  m o t i o n  o f  t h e  l i n e  o f  n o d e s  o f  t h e  E a r t h - M o o n  
s y s t e m  t o  t h e  p r i m a r y  c o o r d i n a t e  s y s t e m ,  d e f i n e  t h e  Moon c e n -  
t e r e d  ( z , v , ? ) - s y s t e m  s u c h  t h a t  t h e  z - a x i s  i s  i n  t h e  e c l i p t i c  
p l a n e  a n d  i s  a l w a y s  d i r e c t e d  t o w a r d s  t h e  mean a s c e n d i n g  n o d e  
o f  t h e  E a r t h - M o o n  o r b i t  a s  shown i n  F i g .  1. A t  t i m e  z e r o  t h e  
( g , v , ? ) - c o o r d i n a t e  s y s t e m  w i l l  be  c o i n c i d e n t  w i t h  t h e  ( x , y , t ) -  
s y s t e m .  T h e  r o t a t i o n a l  m o t i o n  o f  t h e  ( ~ , ~ , Z ) - c o o r d i n a t e s  
( v i e w e d  f r o m  t h e  p o s i t i v e  z - a x i s )  w i l l  b e  d e s c r i b e d  b y  a c l o c k -  
w i s e  r o t a t i o n  a b o u t  a l i n e  w h i c h  i s  n o r m a l  t o  t h e  e c l i p t i c  
p 1 a n e .  
- _ _  
( 4 )  R e f e r e n c e  f o r  S o l a r  S y s t e m  E p h e m e r i d e s  ( X , Y , Z ) .  
I t  w i l l  b e  seen  l a t e r  t h a t  t h e  e q u a t i o n s  f o r  t h e  p e r t u r b i n g  
a c c e l e r a t i o n  o f  a l u n a r  s a t e l l i t e  w i l l  c o n t a i n  t h e  c o o r d i n a t e s  
o f  t h e  E a r t h  a n d  Sun r e f e r r e d  t o  t h e  p r i m a r y  s y s t e m .  A S  was 
m e n t i o n e d  p r e v i o u s l y ,  t h e  m o d i f i e d  JPL E p h e m e r i s  T a p e s  p r o v i d e  
h e l i o c e n t r i c  E a r t h - M o o n  b a r y c e n t e r  p o s i t i o n  ( i n  A . U . )  and  g e o -  
c e n t r i c  l u n a r  p o s i t i o n  ( i n  E a r t h  r a d i i )  r e f e r r e d  t o  t h e  s y s t e m  
o f  t h e  mean e q u i n o x  and e q u a t o r  o f  1950.0.  To d i s t i n g u i s h  b e -  
t w e e n  t h e  t w o  d i f f e r e n t  o r i g i n s ,  l e t  F b , y b , r b  d e n o t e  he1  i o c e n -  
t r i c  b a r y c e n t e r  c o o r d i n a t e s  and Xm,Ym,Zm d e n o t e  g e o c e n t r i c  
l u n a r  c o o r d i n a t e s .  
- -  
D .  C o o r d i n a t e  T r a n s f o r m a t i o n s  
T h r e e  d i f f e r e n t  c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n s  a r e  r e -  
q u i r e d  f o r  t h e  s u b s e q u e n t  c o m p u t a t i o n s .  The  f i r s t  t w o  r e l a t e  
E a r t h  a n d  Sun c o o r d i n a t e s  i n  t h e  1950.0 s y s t e m  t o  t h e  
14 
s e l e n o c e n t r i c  i n e r t i a l  s y s t e m .  T h e  t h i r d  r e l a t e s  s a t e l l i t e  
i n e r t i a l  c o o r d i n a t e s  t o  t h e  s e l e n o c e n t r i c  b o d y - f i x e d  s y s t e m  
(1) T r a n s f o r m a t i o n s  f o r  E a r t h  and Sun C o o r d i n a t e s .  
The s e l e n o c e n t r i c  i n e r t i a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  E a r t h  a n d  Sun a r e  
g i v e n  b y  
w h e r e  t h e  e and  s s u b s c r i p t s  d e n o t e  t h e  E a r t h  a n d  Sun, r e -  
s p e c t i v e l y .  The  q u a n t i t i e s  K1, K 2 ,  K3 a r e  c o n v e r s i o n  c o n -  
s t a n t s  a n d  [ A ] ,  [ B ] ,  [ C ] ,  [ D ]  a r e  r o t a t i o n  m a t r i c e s  t o  b e  shown 
i n  d e t a i l  l a t e r  i n  t h i s  s e c t i o n .  T h e  recommended v a l u e  f o r  K 1  
( R e f e r e n c e  22) and  t h e  s t a n d a r d  v a l u e s  f o r  Kg and  K3 ( R e f e r -  
e n c e  7) a r e  
~1 = 6378.327 
K2 = 398603 .2 /403505 .9  
K 3  = 149599000 .0  
w h e r e  K1 i s  t h e  number  o f  k i l o m e t e r s  i n  one E a r t h  r a d i u s ,  
K 2  i s  t h e  E a r t h - M o o n  b a r y c e n t e r  d i s t a n c e  f r o m  t h e  Moon e x p r e s s e d  
a s  a f r a c t i o n  o f  t h e  t o t a l  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  E a r t h  a n d  t h e  
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Moon, and  K 3  i s  t h e  number  o f  k i l o m e t e r s  i n  o n e  a s t r o n o m i c a l  
u n i t .  M a t r i x  A t r a n s f o r m s  c o o r d i n a t e s  r e f e r r e d  t o  t h e  mean 
e q u i n o x  and e q u a t o r  o f  1 9 5 0 . 0  t o  c o o r d i n a t e s  r e f e r r e d  t o  t h e  
mean e q u i n o x  a n d  e q u a t o r  o f  d a t e .  I t  i s  g i v e n  b y  t h e  f o l l o w i n g  
e x p r e s s i o n  1 2  
A =  
a 3 1  a 3 2  a 3 3  
The m a t r i x  e l e m e n t s  a r e  d e f i n e d  by 
- 1 - 0 . 0 0 0 2 9 6 9 7  T 2  - 0.00000013 T 3  
- - a21 - - 0 , 0 2 2 3 4 9 8 8  T - 0 .00000676  T 2  + 0 . 0 0 0 0 0 2 2 1  T 3  
- - 0 . 0 0 9 7 1 7 1 1  T + 0 . 0 0 0 0 0 2 0 7  T 2  + 0.00000096 T 3  
= 1 - 0 . 0 0 0 2 4 9 7 6  T 2  - 0.00000015 T 3  
11 - a 
a 1 2  - 
a 1 3  - - a 3 1  - - 
2 2  a 
a 2 3  - a 3 2  = 
a 3 3  
- - 0 . 0 0 0 1 0 8 5 9  T 2  - 0 . 0 0 0 0 0 0 0 3  T 3 
= 1 - 0 . 0 0 0 0 4 7 2 1  T 2  + 0 .00000002  T 3  
w h e r e  T i s  t h e  number o f  J u l i a n  c e n t u r i e s  o f  36525  d a y s  p a s t  
t h e  e p o c h  Oh J a n u a r y  1, 1950 ,  E . T .  ( J . D .  2 4 3 3 2 8 2 . 5 ) ,  h e r e a f t e r  
r e f e r r e d  t o  a s  t h e  N o t e  t h a t  t h e  e x p r e s s i o n  f o r  al 
is l i s t e d  i n c o r r e c t l y  i n  R e f e r e n c e  7 .  M a t r i x  B r o t a t e s  c o o r d i -  
n a t e s  r e f e r e n c e d  t o  t h e  mean e q u i n o x  and  e q u a t o r  o f  d a t e  t h r o u g h  
- - 
t h e  a n g l e  E, w h e r e  E i s  t h e  mean o b l i q u i t y  o f  d a t e .  I t  i s  
d e f i n e d  b y  t h e  f o l l o w i n g  
1 
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I + O P 5 0 3  x T 3  
A t r u n c a t e d  e x p r e s s i o n  f o r  E ,  a s  g i v e n  i n  R e f e r e n c e  13, i s  
- 
= 2304457874 - OP01301376 T - 0 ? 8 8 5 5  x T 2  
w h e r e  T i s  d e f i n e d  a s  b e f o r e .  M a t r i x  C t r a n s f o r m s  e c l i p t i c  
c o o r d i n a t e s ,  r e f e r e n c e d  t o  t h e  mean e q u i n o x  o f  d a t e ,  t o  e c l i p t i c  
c o o r d i n a t e s  r e f e r e n c e d  t o  t h e  s e l e n o c e n t r i c  i n e r t i a l  x - a x i s  and  
i s  d e f i n e d  b y  
- 
c o s  R, 
R, c o s  R n  
0 
s i n  Q n  
O 1  
1 
s i n  Q n  :I c = 1- s i n  fin a0 
w h e r e  an  i s  t h e  l o n g i t u d e  o f  t h e  mean a s c e n d i n g  node  o f  t h e  
l u n a r  o r b i t  on t h e  e c l i p t i c ,  m e a s u r e d  f r o m  t h e  mean e q u i n o x  o f  
d a t e ,  a n d  i s  g i v e n  b y  1 2  
Q n  = 1201127902 - O"529539222 d + 200795 x T 
+ 20081  x T 2  + O P 0 2  x T 3  
w h e r e  T i s  d e f i n e d  a s  b e f o r e  and d i s  t h e  number  o f  ephem-  
e r i s  d a y s  e l a p s e d  s i n c e  t h e  " E p o c h . "  M a t r i x  D r o t a t e s  t h e  c o -  
o r d i n a t e s  o b t a i n e d  f r o m  t h e  p r e v i o u s  t r a n s f o r m a t i o n  t h r o u g h  t h e  
a n g l e  6, a b o u t  t h e  x - a x i s .  Hence, 
w h e r e  6 i s  t h e  i n c l i n a t i o n  o f  t h e  mean l u n a r  e q u a t o r  t o  t h e  
e c l i p t i c  a n d  i s  a s s i g n e d  t h e  c o n s t a n t  v a l u e  o f  1P535, a s  l i s t e d  
i n  R e f e r e n c e  1. 
I 
( 2 )  S a t e l l i t e  C o o r d i n a t e  T r a n s f o r m a t i o n .  The  s a t e l -  
l i t e  s e l e n o c e n t r i c  i n e r t i a l  c o o r d i n a t e s  a r e  t r a n s f o r m e d  t o  
s e l e n o c e n t r i c  b o d y - f  i x e d  ( X I ,  y '  ,z' ) - c o o r d  i n a t e s  b y  t h e  f o l  1 ow- 
i n g  f o r m u l a s  
T h e  q u a n t i t i e s  8 ,  a and  6 a r e  shown i n  F i g .  1. The a n g l e  
8 i s  m e a s u r e d  i n  t h e  l u n a r  e q u a t o r i a l  p l a n e  b e t w e e n  t h e  ; -ax i s  
a n d  t h e  x ' - a x i s .  The  a n g l e  a i s  m e a s u r e d  i n  t h e  e c l i p t i c  
p l a n e  b e t w e e n  t h e  ; -ax i s  and  t h e  x - a x i s .  S i n c e  t h e  l i b r a t i o n  
i n  l o n g i t u d e  o f  t h e  E a r t h - M o o n  node  and  t h e  M o o n ' s  d y n a m i c a l  
l i b r a t i o n s  a r e  n e g l e c t e d  i n  t h i s  a n a l y s i s ,  t h e  f o l l o w i n g  e x -  
p r e s s i o n s  c a n  b e  u s e d  
e = e o  + et 
6 = i, - in 
a = - h n t  
w h e r e  e o  i s  t h e  v a l u e  o f  8 e v a l u a t e d  a t  J . D .  2440616.0, 
t i s  t h e  number of s e c o n d s  p a s t  t h i s  epoch ,  Lm i s  t h e  mean l o n -  
g i t u d e  o f  t h e  Moon m e a s u r e d  i n  t h e  e c l i p t i c  f r o m  t h e  mean e q u i -  
n o x  o f  d a t e  t o  t h e  mean a s c e n d i n g  n o d e  o f  t h e  l u n a r  o r b i t ,  and  
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t h e n  a l o n g  t h e  l u n a r  e q u a t o r .  The d o t s  d e n o t e  d e r i v a t i v e s  w i t h  
r e s p e c t  t o  t i m e .  E x p r e s s i o n s  f o r  t h e  r e m a i n i n g  q u a n t i t i e s  a r e  
g i v e n  i n  R e f e r e n c e  1 2  a s  
= 64P37545167 + 1 3 P 1 7 6 3 9 6 5 2 6 8  d - 11P31575 x T Lm 
- 1 1 0 3 0 1 5  x loe4 T 2  + O P O l g  x T 3  
= 0 . 2 6 6 1 7 0 7 6 2  x 1 0 - 5  - 0 . 1 2 4 9 9 1 7 1  x 1 0  -13 T r a d / s e c  i m  
fln - - 0 . 1 0 6 9 6 9 8 4 3 5  x + 0 . 2 3 0 1 5 3 2 9  x T r a d / s e c .  
T h e  t e r m  l i n e a r  i n  T i n  t h e  e q u a t i o n s  f o r  i, and hn c a n  
b e  n e g l e c t e d  s i n c e ,  f o r  t h e  t i m e  p e r i o d  o f  i n t e r e s t  ( T  = 0 . 2 ) ,  
i t s  v a l u e  i s  n e g l i g i b l e  compared t o  t h e  v a l u e  o f  t h e  c o n s t a n t  
t e r m .  Then, a t  t i m e  z e r o  ( J . D .  2 4 4 0 6 1 6 . 0 ) ,  we h a v e  
e = 0 . 8 6 7 4 8 8 0 6 7 4  + 0 . 2 6 7 2 4 0 4 6 0 4 4 ( i o - ~ )  t 
w h e r e  8 and  a a r e  e x p r e s s e d  i n  r a d i a n s .  C o m b i n i n g  t h e  c o -  
o r d i n a t e  r o t a t i o n  m a t r i c e s  y i e l d s  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  
w h e r e  
mll = c o s  8 c o s  a + s i n  8 s i n  a c o s  6 
- -   s i n  0 c o s  a + c o s  8 s i n  a c o s  6 m 2 1  
m = s i n  a s i n  6 
3 1  
m12 = - c o s  e s i n  a c o s  6 t s i n  e ( c o s  a c o s 2 6  + s i n 2 6 )  
m 2 2  - s i n  e s i n  a c o s  6 + cos  e ( C 0 s  a c o s 2 6  + s i n 2 6 )  
"32 = - s i n  6 C O S  6(1 - c o s  a) 
m13 = - c o s  e s i n  a s i n  6 - s i n  e s i n  6 c o s  6(1 - c o s  a )  
= s i n  e s i n  a s i n  8 - c o s  e s i n  6 c o s  ~ ( 1  - c o s  a) " 2 3  
c o s  a s i n 2 6  + c o s  2 6 "33  = 
E .  P e r t u r b a t i o n  E q u a t i o n s  
I n  g e n e r a l ,  s i x  p a r a m e t e r s ,  o r  o r b i t  e l e m e n t s ,  w i l l  
d e s c r i b e  a s a t e l l i t e  o r b i t .  F o r  K e p l e r i a n  t w o - b o d y  m o t i o n  t h e  
e l e m e n t s  a r e  c o n s t a n t .  When o t h e r  b o d i e s  a r e  p r e s e n t  o r  when 
t h e  p r i m a r y  b o d y  i s  a s y m m e t r i c a l ,  t h e  s i m p l e  t w o - b o d y  o r b i t  i s  
p e r t u r b e d  s u c h  t h a t  t h e  o r b i t  e l e m e n t s  show a v a r i a t i o n  w i t h  
t i m e .  A c l a s s i c a l  s e t  o f  p e r t u r b a t i o n  e q u a t i o n s  ( d u e  t o  
L a g r a n g e ) ,  w h i c h  g i v e  t h e  t i m e  v a r i a t i o n  o f  t h e  o r b i t  e l e m e n t s ,  
a r e  d e v e l o p e d  i n  R e f e r e n c e  1 9 .  S i n c e  t h e s e  e q u a t i o n s  c o n t a i n  
s i n g u l a r i t i e s  f o r  z e r o  e c c e n t r i c i t y ,  t h e y  a r e  n o t  u s e d  i n  p r o b -  
l e m s  i n v o l v i n g  c i r c u l a r  o r b i t s .  An a l t e r n a t e  s e t  o f  e q u a t i o n s ,  
w h i c h  d o  n o t  p o s s e s s  t h e  z e r o  e c c e n t r i c i t y  r e s t r i c t i o n ,  a r e  d e -  
r i v e d  i n  R e f e r e n c e  4. T h e s e  e q u a t i o n s  a r e  a d o p t e d  f o r  t h i s  
i n v e s t i g a t i o n .  They  a r e  g i v e n  b y  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n s :  
2 h r  
I-1 
P = - ( s )  
r i: = li c o s  u ( w )  
( c o n t . )  
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I 
r j  = - A .b C O S  I + ~r C O S  U ( R )  + [ B  + (1 + $ ) s i n  
u = - -  s2 c o s  I 
2 r 
(4) 
w h e r e  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s  a p p l y :  
P : S e m i - l a t u s  r e c t u m  
I : I n c l i n a t i o n  o f  t h e  s a t e l l i t e  o r b i t  p l a n e  t o  t h e  
l u n a r  e q u a t o r i a l  p l a n e  
R : L o n g i t u d e  o f  a s c e n d i n g  n o d e  
A : E c c e n t r i c i t y  t i m e s  t h e  c o s i n e  o f  t h e  a r g u m e n t  o f  
p e r i c e n t e r  ( e  c o s  u) 
B : E c c e n t r i c i t y  t i m e s  t h e  s i n e  o f  t h e  a r g u m e n t  o f  
p e r i c e n t e r  ( e  s i n  m) 
u : A r g u m e n t  o f  p e r i c e n t e r  p l u s  t h e  t r u e  a n o m a l y  (cu + f )  
$ : l + A c o s u + B s i n u  
R : Component o f  t h e  p e r t u r b i n g  f o r c e  i n  t h e  d i r e c t i o n  
o f  t h e  s a t e l l i t e  r a d i u s  v e c t o r  
S : Component o f  t h e  p e r t u r b i n g  f o r c e  p e r p e n d i c u l a r  t o  
t h e  s a t e l l i t e  r a d i u s  v e c t o r  and i n  t h e  o r b i t  p l a n e  
W : Component o f  t h e  p e r t u r b i n g  f o r c e  n o r m a l  t o  t h e  
o r b  i t p l  a n e  
h : S a t e l  1 i t e  a n g u l a r  momentum 
r : S e l e n o c e n t r i c  r a d i u s  o f  s a t e l l i t e  
CI : L u n a r  g r a v i t a t i o n a l  c o n s t a n t .  
The d o t s  i n  E q s .  ( 4 )  d e n o t e  d e r i v a t i v e s  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e .  
S i n c e  t h e s e  e q u a t i o n s  h a v e  a s i n g u l a r i t y  a t  z e r o  i n c l i n a t i o n ,  
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e q u a t o r i a l  o r b i t s  a r e  p r o h i b i t e d .  The s e l e n o c e n t r i c  o r i e n t a -  
t i o n  o f  t h e  s a t e l l i t e  o r b i t  p l a n e  i s  shown i n  F i g .  2 .  
F .  D i s t u r b e d  M o t i o n  o f  a L u n a r  S a t e l l i t e  
A s  i n d i c a t e d  e a r l i e r ,  an e x a c t  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  
p e r t u r b e d  m o t i o n  o f  a l u n a r  s a t e l l i t e  r e q u i r e s  a s o l u t i o n  t o  
t h e  n - b o d y  p r o b l e m .  However ,  i t  was p o i n t e d  o u t  t h a t  f o r  p r a c -  
t i c a l  p u r p o s e s  t h e  p r o b l e m  may b e  r e d u c e d  t o  one  i n v o l v i n g  t h e  
s a t e l l i t e ,  Moon, E a r t h  and S u n .  T h e  e q u a t i o n s  w h i c h  g o v e r n  t h e  
s a t e l l i t e ' s  m o t i o n  r e l a t i v e  t o  t h e  s e l e n o c e n t r i c  i n e r t i a l  r e f -  
e r e n c e  f r a m e  w i l l  now b e  d e v e l o p e d .  L e t  t h e  ( X , Y , Z ) - c o o r d i n a t e  
s y s t e m  b e  f i x e d  i n  s p a c e  s u c h  t h a t  t h e  a x e s  a r e  p a r a l l e l  t o  t h e  
c o r r e s p o n d i n g  s e l e n o c e n t r i c  n o n r o t a t i n g  ( x , y , z ) - a x e s .  L e t  Mm 
d e n o t e  t h e  M o o n ' s  mass, rn t h e  s a t e l l i t e ' s  mass, a n d  M i  t h e  
mass o f  t h e  i t h  d i s t u r b i n g  b o d y .  The p o s i t i o n  v e c t o r s  f o r  t h e  
r e s p e c t i v e  b o d i e s  a r e  d e f i n e d  i n  F i g .  3 .  Then, t h e  e q u a t i o n s  o f  
a b s o l u t e  m o t i o n  o f  t h e  Moon and  t h e  s a t e l l i t e  a r e  
h h h  
h 
'12 l i  i = 3  
.. -.. -.. - - - - -- - 
2 - '1 r = r  - r  1 '  r = r 2  - r  1 '  r = r  2 
2 2  










FIGURE 3. VECTOR REPRESENTATION OF THE 
DISTURBED MOTION OF TWO BODIES. 
t h e  f o l l o w i n g  e q u a t i o n  i s  o b t a i n e d  
w h e r e  p = G ( M m  + m ) .  E q u a t i o n  7 d e f i n e s  t h e  s a t e l l i t e ' s  a c -  
c e l e r a t i o n  r e l a t i v e  t o  a p r i m a r y  b o d y  t h a t  i s  s p h e r i c a l  i n  s h a p e  
a n d  h a s  a u n i f o r m  mass d i s t r i b u t i o n .  A s a t e l l i t e  i n  c l o s e  o r b i t  
o f  t h e  Moon w i l l ,  h o w e v e r ,  be  m a t e r i a l l y  a f f e c t e d  b y  a n o n c e n -  
t r a l  f o r c e  f i e l d  c a u s e d  b y  an a s y m m e t r i c a l  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  
l u n a r  mass .  T o  a c c o u n t  f o r  t h e  M o o n ' s  n o n c e n t r a l  f o r c e  e f f e c t s ,  
t h e  e q u a t i o n  o f  m o t i o n  i s  m o d i f i e d  b y  r e p l a c i n g  t h e  c e n t r a l  
f o r c e  t e r m  w i t h  t h e  g r a d i e n t  o f  t h e  l u n a r  p o t e n t i a l  f u n c t i o n ,  
Hence, Eq. ( 7 )  may b e  w r i t t e n  i n  e x p a n d e d  f o r m  as  
w h e r e  V r e p r e s e n t s  t h e  M o o n ' s  g r a v i t a t i o n a l  p o t e n t i a l  f u n c -  
t i o n  a n d  
- a, a ,  a -  V = -I + TJ + -k 
a x  Y a 2  
The  e and s s u b s c r i p t s  r e f e r  t o  t h e  E a r t h  and S u n ,  r e s p e c -  
t i v e l y .  Now, t h e  p o t e n t i a l  f u n c t i o n  ( V )  may b e  e x p r e s s e d  i n  
t h e  f o r m  
m 
v i  v =  
i =1 
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w h e r e  t h e  t e r m s  ( V i )  
f o u r t h  o r d e r  i n  R e f e r e n c e  5 ( p p .  1 2 1 - 1 2 8 ) .  F o r  a t r i a x i a l  e l -  
l i p s o i d  o f  u n i f o r m  mass d i s t r i b u t i o n ,  and f o r  a c o o r d i n a t e  s y s -  
tem c h o s e n  s o  t h a t  t h e  o r i g i n  i s  a t  t h e  c e n t e r  o f  mass, i t  c a n  
b e  shown t h a t  t h e  odd  o r d e r s  o f  V a r e  z e r o .  I f  e v e n  o r d e r s  
i n  t h i s  e x p a n s i o n  a r e  g i v e n  t h r o u g h  t h e  
g r e a t e r  t h a n  t w o  a r e  n e g l e c t e d ,  t h e n  a n  a p p r o x i m a t i o n  f o r  t h e  
p o t e n t i a l  f u n c t i o n  i s  g i v e n  b y  t h e  e x p r e s s i o n  
- - 
w h e r e  A ,  and  C a r e  t h e  p r i n c i p a l  moments  o f  i n e r t i a  o f  
t h e  Moon. The  s a t e l l i t e  d i s t a n c e  i s  g i v e n  b y  
r 2  = x 2  + y 2  + z 2  = ( x ~ ) ~  + ( V I ) ‘  + ( z ’ ) 2  
.I 
The x - c o m p o n e n t  o f  t h e  g r a v i t a t i o n a l  f o r c e  i s  d e t e r m i n e d  f r o m  
t h e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a t i o n  
I n  v i e w  o f  t h e  a b o v e  d e f i n i t i o n  f o r  V ,  t h i s  l e a d s  t o  t h e  
f o l l o w i n g  e x p r e s s i o n  
S i m i l a r  e x p r e s s i o n s  may b e  o b t a i n e d  f o r  t h e  y and  z f o r c e  
c o m p o n e n t s .  S i n c e  t h e  f o r c e s  o f  i n t e r e s t  a r e  t h o s e  t h a t  c a u s e  
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p e r t u r b a t i o n s  i n  c e n t r a l  f o r c e  f i e l d  m o t i o n ,  t h e  t e r m  G M m / r  2 
is removed i n  t h e  p r o c e s s  o f  d e f i n i n g  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  p e r -  
t u r b i n g  a c c e l e r a t i o n .  Then, i f  we d e f i n e  
t h e  s c a l a r  c o m p o n e n t s  of t h e  p e r t u r b i n g  a c c e l e r a t i o n  a r e  g i v e n  
b y  
1 .. + Bm21y' + Cm31z') 
w h e r e  
r 
+ GM, - -  y s  1 Y s  - Y ( 9 )  
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2 2 2 + y e  + z e  R 2  = x e e 
p 2  = ( x s  - x ) 2  + ( y s  - y ) 2  + ( z s  - z ) 2  
S 
R 2  = x S  2 + y s  2 + Z P  
S 
The  i n e r t i a l  c o o r d i n a t e s  o f  t h e  s a t e l l i t e  a r e  e x p r e s s e d  m o s t  
c o n v e n i e n t l y  a s  a f u n c t i o n  o f  t h e  o r b i t  e l e m e n t s ,  i n  t h e  f o r m  
x = r ( c o s  u c o s  R - s i n  u s i n  R c o s  I) 
y = r ( c o s  u s i n  R + s i n  u c o s  R c o s  I) (11) 
z = r ( s i n  u s i n  I) 
F i n a l l y ,  e m p l o y i n g  s t a n d a r d  c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n  t e c h -  
n i q u e s ,  i t  i s  e a s y  t o  show t h a t  t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  p e r t u r b -  
i n g  a c c e l e r a t i o n  i n  t h e  r a d i a l ,  c i r c u m f e r e n t i a l  and  n o r m a l  
d i r e c t i o n s  a r e  g i v e n  b y  
R = X ( c o s  u c o s  R - s i n  u s i n  R c o s  I) 
+ V(cos u s i n  R t s i n  u c o s  R c o s  I) 
+ Z ( s i n  u s i n  I) 
.. s = x ( -  s i n  u c o s  R - c o s  u s i n  fi C O S  I) 
+ Y(- s i n  u s i n  R + c o s  u c o s  R c o s  I) ( 1 3 )  
+ Z ( c o s  u s i n  I) 
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C o n t r o l  D a t a  C o r p o r a t i o n  1604 c o m p u t e r  a t  T h e  U n i v e r s i t y  of 
T e x a s  C o m p u t a t i o n  C e n t e r .  
. 
I l l .  N U M E R I C A L  C O M P U T A T I O N  
A .  Computation Procedure 
A computer program to integrate the perturbation 
equations was coded in F O R T R A N - 6 3  language'' for use with the 
C D C  1604 digital computer. Numerical integration was carried 
out using a partial double-precision Adams-Moulton method with 
a fourth-order Runge-Kutta starter. 1 6  
tion, a l l  i n p u t  values are scaled to have the same order of mag- 
nitude b y  d i v i d i n g  quantities which have the length dimension b y  
the factor 10 . A n  initial value of each orbit element and an 
integration mesh size must be specified b y  the user. After 
three starting values are calculated b y  the Runge-Kutta routine, 
the Adams-Moulton routine calculates a f i f t h  value based on the 
previous four values. Integration i s  continued b y  the Adams- 
Moulton procedure, which will also calculate (as an option) the 
maximum single step error and compare its value with prescribed 
limits. If limits are exceeded, the mesh size is either doubled 
or reduced b y  one-half. For t h i s  study a 100 second fixed step 
size was used, since it was determined that the maximum absolute 
error never exceeded the 1 imits of and 
TO facilitate integra- 
4 
Each orbit type required approximately 24,000 integra- 
tion steps. However, only local maximum and m i n i m u m  values o f  
the orbit elements and corresponding time values are detected 
and stored b y  the computer. T h e  intermediate values of the 
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s h o r t  p e r i o d  v a r i a t i o n s  a r e  d r o p p e d ,  p r o v i d i n g  a t w e n t y f o l d  
s a v i n g  i n  c o m p u t e r  s t o r a g e  s p a c e  a n d  some r e d u c t i o n  i n  m a c h i n e  
t i m e .  A q u a n t i t a t i v e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s h o r t  p e r i o d  v a r i a t i o n s  
f o r  m o n t h  l o n g  s t u d y  t i m e s  w o u l d  b e  i m p r a c t i c a l  f o r  t h i s  a n a l -  
y s i s .  N o r m a l i z e d  p l o t s  o f  l o c a l  maximum and  m in imum v a l u e s  p r o -  
v i d e  a q u a l i t a t i v e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  e n v e l o p e  o f  t h e  m o t i o n  
w h i l e  p r e s e r v i n g  some q u a n t i t a t i v e  u s e f u l n e s s .  
When i n t e g r a t i o n  h a s  t e r m i n a t e d ,  l o c a l  v a l u e s  o f  e a c h  
o r b i t  e l e m e n t  a r e  s c a n n e d  f o r  t h e  l a r g e s t  a n d  t h e  s m a l l e s t  
v a l u e  t o  p r o v i d e  l i m i t s  f o r  s u b s e q u e n t  n o r m a l i z i n g .  L o c a l  
v a l u e s  a n d  a s s o c i a t e d  t i m e  v a l u e s  a r e  t h e n  s t o r e d  on m a g n e t i c  
t a p e  f o r  l a t e r  u s e  w i t h  a c o m p u t e r  p l o t  r o u t i n e . 2 3  N o r m a l i z e d  
v a l u e s  o f  t h e  o r b i t  e l e m e n t s  a r e  p l o t t e d  a g a i n s t  t i m e  b y  t h e  
C D C  1 6 5  P l o t t e r .  
6 .  A c c u r a c y  E s t i m a t i o n  
T h e r e  a r e  t w o  t y p e s  o f  e r r o r  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  n u -  
m e r i c a l  c o m p u t a t i o n  p r o c e d u r e  used i n  t h i s  s t u d y .  The f i r s t  
t y p e  i s  t h e  f a m i l i a r  and  u n a v o i d a b l e  c o m p u t e r  r o u n d - o f f  e r r o r .  
T h e  s e c o n d  t y p e ,  t r u n c a t i o n  e r r o r ,  i s  a l w a y  p r e s e n t  i n  a n y  n u -  
m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  scheme. When d e a l i n g  w i t h  h i g h l y  n o n l i n e a r  
p r o b l e m s ,  s u c h  a s  t h i s  one, i t  i s  e x t r e m e l y  d i f f i c u l t  t o  make 
f i n a l  j u d g e m e n t s  on how t h e s e  e r r o r s  a f f e c t  t h e  o v e r a l l  a c c u -  
r a c y  o f  t h e  r e s u l t s .  T h e r e  a r e ,  h o w e v e r ,  s e v e r a l  ways  o f  e f -  
f e c t i v e l y  c o n t r o l l i n g  t h e s e  e r r o r s .  The p r i m a r y  r e q u i r e m e n t  
f o r  s i m u l t a n e o u s  c o n t r o l  o f  b o t h  t y p e s  o f  e r r o r  i s  a p r o p e r  i n -  - 
t e g r a t i o n  mesh s i z e .  T o o  s m a l l  a mesh s i z e  r e s u l t s  i n  m o r e  
3 1  
i n t e g r a t i o n  s t e p s  t h a n  a r e  a c t u a l l y  n e c e s s a r y ,  c a u s i n g  e x c e s -  
s i v e  e r r o r  p r o p a g a t i o n  b y  r o u n d i n g .  I n c r e a s i n g  t h e  mesh s i z e  
r e d u c e s  r o u n d - o f f  e r r o r ,  b u t  i f  t h e  mesh s i z e  i s  t o o  l a r g e ,  
t r u n c a t i o n  e r r o r  becomes a p r o b l e m .  
(1) R o u n d - O f f  E r r o r .  P r a c t i c a l l y  a l l  o f  t h e  c o m p u t e r  
c a l c u l a t i o n s  a r e  c a r r i e d  o u t  u s i n g  s i n g l e  p r e c i s i o n  a r i t h m e t i c  
w h i c h  e m p l o y s  11 d e c i m a l  d i g i t s .  The r o u n d i n g  e r r o r  l i m i t  f o r  
a s i n g l e  a r i t h m e t i c  o p e r a t i o n  i s  0.5 x 10  . The  c u m u l a t i v e  
e f f e c t  o f  t h i s  e r r o r  c a n  b e  e s t i m a t e d  b y  c o m p a r i n g  s i n g l e  p r e -  
c i s i o n  r e s u l t s  w i t h  d o u b l e  p r e c i s i o n  ( 2 5  d e c i m a l  d i g i t s )  r e s u l t s  
f r o m  t h e  same i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  The  r e s u l t s  f o r  t w o  30  o r b i t  
c o m p u t e r  r u n s  d i f f e r e d  a t  m o s t  by . 5  x T h i s  r e s u l t ,  how- 
e v e r ,  i s  b a s e d  o n  d o u b l e  p r e c i s i o n  c a l c u l a t i o n s  f o r  t h e  s a t e l -  
l i t e  c o o r d i n a t e  t r a n s f o r m a t i o n  m a t r i c e s  a n d  f o r  t h e  d i s t r u b i n g  
a c c e l e r a t i o n  d u e  t o  t h e  E a r t h  and Sun.  T h i s  t e s t  d o e s  i n d i c a t e  
n o  s e r i o u s  e r r o r  b u i l d - u p .  Use o f  d o u b l e  p r e c i s i o n  t h r o u g h o u t  
w o u l d ,  f o r  a1 1 p r a c t i c a l  p u r p o s e s ,  e l  i m i n a t e  r o u n d - o f f  e r r o r ,  
b u t  m a c h i n e  t i m e  w o u l d  b e  i n c r e a s e d  b y  a f a c t o r  o f  f r o m  20 t o  
3 0 .  A m o r e  e c o n o m i c a l  p r o c e d u r e  i s  t o  u s e  d o u b l e  p r e c i s i o n  
o n l y  i n  a r i t h m e t i c  o p e r a t i o n s  t h a t  a r e  m o s t  s u s c e p t i b l e  t o  
r o u n d - o f f  e r r o r ,  s u c h  a s  t h e  a d d i t i o n  o f  a s m a l l  number and a 
r e l a t i v e l y  l a r g e  n u m b e r .  T h i s  p r o c e d u r e  i s  u s e d  i n  t h e  Adams- 
M o u l t o n  r o u t i n e  a n d  a l s o  i n  t h e  r o u t i n e  t h a t  i n t e r p o l a t e s  f o r  
d i s t r u b i n g  b o d y  c o o r d i n a t e s .  To h e l p  c o n t r o l  r o u n d - o f f  e r r o r  
i n  s i n g l e  p r e c i s i o n  c a l c u l a t i o n s ,  t h e  t e r m s  i n  t h e  m a t h e m a t i c a l  
e x p r e s s i o n s  w e r e  a r r a n g e d  a c c o r d i n g  t o  a s e t  o f  r u l e s  g i v e n  i n  
R e f e r e n c e  1 8 .  I n  v i e w  o f  t h e s e  p r e c a u t i o n s ,  o n e  m i g h t  e x p e c t  
-12 
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r e s u l t s  t h a t  a r e  f r e e  o f  t h i s  t y p e  e r r o r  t h r o u g h  s i x  d i g i t s .  
T h e  f i n a l  n o r m a l i z e d  v a l u e s  o f  t h e  o r b i t  e l e m e n t s  w o u l d  b e  i n  
e r r o r  b y  l e s s  t h a n  1%. P r e c i s i o n  t h r o u g h  f i v e  d i g i t s  w o u l d  
s t i l l  p r e s e r v e  r a n g e  a c c u r a c y  t o  w i t h i n  + 100  m e t e r s .  - 
( 2 )  T r u n c a t i o n  E r r o r .  The  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r  a s -  
s o c i a t e d  w i t h  t h e  A d a m s - M o u l t o n  m e t h o d  c a n  b e  e f f e c t i v e l y  c o n -  
t r o l l e d  b y  t h e  e r r o r  c h e c k  and  mesh s i z e  a d j u s t m e n t  p r o c e d u r e s  
m e n t i o n e d  p r e v i o u s l y .  F o r  t h i s  i n v e s t i g a t i o n ,  h o w e v e r ,  t h e  
h i g h l y  s t a b l e  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  A d a m s - M o u l t o n  m e t h o d  p e r -  
m i t t e d  t h e  u s e  of  a f i x e d  mesh s i z e ,  w h i c h  e l i m i n a t e d  t h e  ma- 
c h i n e  t i m e  r e q u i r e d  f o r  e r r o r  c h e c k  c a l c u l a t i o n s .  The  c a l c u -  
l a t e d  e r r o r  i s  a n  a p p r o x i m a t i o n  f o r  t h e  t r u e  maximum a b s o l u t e  
s i n g l e  s t e p  e r r o r ,  o r  t h e  t r u e  l o c a l  t r u n c a t i o n  e r r o r .  The  
s i n g l e  s t e p  e r r o r  was m o n i t o r e d  d u r i n g  c o m p u t e r  p r o g r a m  t e s t i n g ,  
u s i n g  a f i x e d  mesh s i z e  o f  100 seconds  and d i f f e r e n t  s e t s  o f  
i n i t i a l  c o n d i t i o n s .  I t  was f o u n d  t h a t  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  
c a l c u l a t e d  e r r o r  r e m a i n e d  w i t h i n  t h e  l i m i t s  2 x and  
8 x A r o u g h  e s t i m a t e  o f  t h e  u p p e r  l i m i t  f o r  t h e  accumu-  
l a t i v e  e r r o r ,  b a s e d  on 24,000 i n t e g r a t i o n  s t e p s ,  a s s u m i n g  n o  
r o u n d - o f f  e r r o r  and e r r o r  p r o p a g a t i o n  i n  o n e  d i r e c t i o n ,  w o u l d  
b e  o f  t h e  o r d e r  1 0 - 5 .  S i n c e  t h e  t r u n c a t i o n  e r r o r  c a n  b e  p o s i -  
t i v e  o r  n e g a t i v e ,  e r r o r  b u i l d - u p  t o  t h i s  l i m i t  i s  u n l i k e l y .  
Hence,  o n e  w o u l d  e x p e c t  a t  l e a s t  f i v e  d i g i t  p r e c i s i o n  w i t h  r e -  
g a r d  t o  t r u n c a t i o n  e r r o r .  Assuming  r o u n d - o f f  and t r u n c a t i o n  
e r r o r  a r e  i n d e p e n d e n t ,  i t  w o u l d  be  r e a s o n a b l e  t o  e x p e c t  o v e r a l l  
p r e c i s i o n  t h r o u g h  f i v e  d i g i t s .  
I V .  RESULTS 
A .  S p e c i f i c a t i o n  o f  O r b i t  Types  
The p u r p o s e  o f  t h i s  i n v e s t i g a t i o n  i s  t o  a n a l y z e  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  c i r c u l a r  s a t e l l i t e  o r b i t s  h a v i n g  n e a r  equa-  
t o r i a l  i n c l i n a t i o n s .  S p e c i f i c  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  a r e  c h o s e n  s o  
t h a t  r e s u l t s  c a n  b e  compared  w i t h  t h e  r e s u l t s  g i v e n  i n  R e f e r -  
e n c e  4.  Such a c o m p a r i s o n  w o u l d  t e s t  c o m p u t e r  p r o g r a m  v a l i d i t y  
and,  i n  a d d i t i o n ,  w o u l d  p r o v i d e  a b a s i s  f o r  e v a l u a t i n g  t h e  
s o l a r  e f f e c t s .  
E i g h t  o r b i t  t y p e s  a r e  s e l e c t e d  f o r  t h i s  a n a l y s i s .  
O r b i t s  h a v i n g  i n i t i a l  i n c l i n a t i o n s  o f  0 . 5 "  and  2 0 "  a r e  e a c h  a s -  
s i g n e d  i n i t i a l  a l t i t u d e s  o f  50 m i l e s  ( P  = 1 8 2 2 . 2 0  K M )  a n d  1 5 0  
m i l e s  ( P  = 1981.35 K M )  and  a r e  r e f e r r e d  t o  a s  o r b i t  t y p e  1 
t h r o u g h  4 ( p r o g r a d e  o r b i t s ) .  S i m i l a r l y ,  o r b i t s  h a v i n g  i n i t i a l  
i n c l i n a t i o n s  o f  1 7 9 . 5 "  a n d  1 6 0 "  a r e  r e f e r r e d  t o  a s  o r b i t  
t y p e  5 t h r o u g h  8 ( r e t r o g r a d e  o r b i t s ) .  i n  a l l  c a s e s  i n i t i a l  e c -  
c e n t r i c i t y  i s  s e t  a t  z e r o  ( i n i t i a l l y  c i r c u l a r  o r b i t s ) ,  and  s a t -  
e l l i t e  m o t i o n  s t a r t s  a t  t h e  a s c e n d i n g  n o d e  (Q = 222.113 ' ) ,  
w h i c h  i s  a p o i n t  i n  t h e  l u n a r  e q u a t o r i a l  p l a n e  o n  t h e  s i d e  o f  
t h e  Moon o p p o s i t e  t h e  E a r t h .  Hence, t h e  i n i t i a l  v a l u e  o f  t h e  
a r g u m e n t  o f  p e r i c e n t e r  p l u s  t h e  t r u e  a n o m a l y  i s  z e r o  ( u  = cu 
+ f = 0 ) .  
Each  o r b i t  t y p e  i s  n u m e r i c a l l y  i n t e g r a t e d  o v e r  a 
p e r i o d  o f  27.55 d a y s  ( i . e . ,  t h e  M o o n ' s  a n o m a l i s t i c  p e r i o d ) .  
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T h i s  t i m e  span  i s  e q u i v a l e n t  t o  3 4 1  s a t e l l i t e  r e v o l u t i o n s  f o r  
P = 1822 .20  KM and  301 r e v o l u t i o n s  f o r  P = 1981 .35 .  R e s u l t s  
a r e  o b t a i n e d  f o r  t h e  o r b i t  e l e m e n t s  P ,  I, R a n d  e .  The e l e -  
men t  u i s  n o t  c o n s i d e r e d  b e c a u s e  o h a s  l i t t l e  s i g n i f i c a n c e  
f o r  c i r c u l a r  o r b i t s  and  b e c a u s e  Born '  f o u n d  t h a t  
l i n e a r  v a r i a t i o n ,  i n d i c a t i n g  n e g l i g i b l e  p e r t u r b i n g  e f f e c t s .  
u h a s  a 
B .  C o m p a r i s o n  w i t h  t h e  R e s u l t s  f r o m  R e f e r e n c e  4 
A s i m i l a r  i n v e s t i g a t i o n  c a r r i e d  o u t  b y  B o r n  i s  d e -  
s c r i b e d  i n  t h e  I n t r o d u c t i o n  o f  t h i s  r e p o r t .  Even t h o u g h  t h e r e  
i s  some d i f f e r e n c e  i n  m a t h e m a t i c a l  m o d e l s ,  t h e  c o m p u t e d  t i m e s  
f o r  o r b i t  e l e m e n t  l o c a l  maximum and  m in imum v a l u e s  a r e  t h e  same, 
t h u s  a l l o w i n g  d i r e c t  c o m p a r i s o n  o f  e l e m e n t  v a l u e s .  T a b l e s  1 
a n d  2 p r e s e n t  a c o m p a r i s o n  o f  i n i t i a l  and  f i n a l  v a l u e s  o f  P, I, 
R a n d  e f o r  80 r e v o l u t i o n s .  U n u s u a l l y  c l o s e  a g r e e m e n t  e x i s t s  
f o r  a l l  o r b i t  t y p e s .  Maximum d i f f e r e n c e s  i n  t h e  f i n a l  v a l u e s  
a r e  a s  f o l l o w s :  AP = 8 m e t e r s ,  AI = 0.008O, &l = 1 . 1 3 4 '  and  
Ae = 0.0000057, w h e r e  A (  ) i n d i c a t e s  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  
t h e  v a l u e s  f r o m  t h e  t w o  i n v e s t i g a t i o n s .  N o t e  t h a t  t h e  d i f f e r -  
e n c e  i n  t h e  i n i t i a l  v a l u e s  o f  i s  0.163" ,  w h i c h  a c c o u n t s  f o r  
p a r t  o f  t h e  d i f f e r e n c e  i n  t h e  f i n a l  v a l u e s  o f  R .  I t  i s  i n t e r -  
e s t i n g  t o  n o t e  t h a t  R = 222.113'  i s  d e t e r m i n e d  b y  E a r t h  c o o r d i -  
n a t e s  o b t a i n e d  f r o m  J P L  t a p e s ,  w h e r e a s  B r o w n ' s  t r u n c a t e d  s e r i e s  
e x p a n s i o n s  l e a d  t o  t h e  v a l u e  Q = 222.276' .  
T h e  c o m p a r i s o n  l e n d s  s u p p o r t  t o  t h e  a r g u m e n t  t h a t  
b o t h  c o m p u t e r  p r o g r a m s  a r e  V a l  i d ,  p a r t i c u l a r l y  s i n c e  t h e y  w e r e  
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d i s s i m i l a r i t i e s  i n  t h e  m a t h e m a t i c a l  m o d e l s .  B o r n  e x c l u d e d  t h e  
Sun a n d  c o n s i d e r e d  a f i x e d  E a r t h - M o o n  n o d e .  E a r t h  e p h e m e r i d e s  
a r e  g e n e r a t e d  f r o m  d i f f e r e n t  s o u r c e s  and  v a l u e s  f o r  t h e  t h r e e  
l u n a r  moments  o f  i n e r t i a  d i f f e r e d  b y  7 . 0  x 3 . 0  x a n d  
5.2 x 10- . 6 
The e s t i m a t e  o f  s o l a r  e f f e c t s  g i v e n  e a r l i e r  i n  t h i s  
r e p o r t  and  t h e  c l o s e  a g r e e m e n t  i n  t h e  f o r e g o i n g  c o m p a r i s o n ,  i n -  
d i c a t e  t h a t  t h e  s e p a r a t e  o r  c o m b i n e d  e f f e c t s  o f  t h e  a b o v e  men- 
t i o n e d  mode l  d i f f e r e n c e s  d o  n o t  a p p r e c i a b l y  i n f l u e n c e  t h e  o r b i t  
t y p e s  c o n s i d e r e d  o v e r  s h o r t  p e r i o d s  o f  t i m e .  
C .  G r a p h i c a l  A n a l y s i s  
The  d i s c u s s i o n  t h a t  f o l l o w s  d e a l s  w i t h  v a r i a t i o n s  o f  
t h e  o r b i t  e l e m e n t s  P ,  I, R and  e o v e r  a p e r i o d  o f  2 7 . 5 5  d a y s .  
The t a b u l a r  d a t a  a r e  r o u n d e d  v a l u e s  o b t a i n e d  f r o m  c o m p u t e r  
p r i n t - o u t s  and  t h e  g r a p h i c a l  r e s u l t s  a r e  t r a c i n g s  o f  32 a u t o -  
m a t i c  m a c h i n e  p l o t s .  T a b l e  3 ( see  page  38) p r e s e n t s  o r b i t  e l e -  
men t  b o u n d a r y  v a l u e s  f o r  o r b i t  t y p e s  1 t h r o u g h  4 ( p r o g r a d e  
m o t i o n )  and T a b l e  4 ( s e e  page  39)  g i v e s  s i m i l a r  d a t a  f o r  o r b i t  
t y p e s  5 t h r o u g h  8 ( r e t r o g r a d e  m o t i o n ) .  The  l a s t  c o l u m n  o f  e a c h  
t a b l e  l i s t s  t h e  maximum v a r i a t i o n  o f  e a c h  o r b i t  e l e m e n t  and  i s  
o b t a i n e d  b y  d i f f e r e n c i n g  t h e  t a b u l a t e d  maximum and  m in imum 
va 1 u e s .  
G r a p h i c a l  p r e s e n t a t i o n s  o f  t h e  m o n t h l y  e n v e l o p e s  o f  
t h e  s h o r t  p e r i o d  v a r i a t i o n s  a r e  g i v e n  i n  F i g s .  4 t h r o u g h  19 
( p a g e s  4 6 - 5 3 ) .  Each i n d i v i d u a l  e n v e l o p e  i s  o b t a i n e d  b y  p l o t t i n g  
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o f  t h e  s h o r t  p e r i o d  o s c i l l a t i o n s  ( n o t  shown) a g a i n s t  t i m e .  
O r b i t  e l e m e n t  maximum and  min imum v a l u e s  l i s t e d  on  e a c h  p l o t  
c o r r e s p o n d  t o  t h e  o r d i n a t e  v a l u e s  o n e  and  z e r o ,  r e s p e c t i v e l y .  
An e l e m e n t  v a l u e  a t  a n y  p o i n t  on a p l o t  may b e  c a l c u l a t e d  b y  
a d d i n g  t o  t h e  l i s t e d  m in imum v a l u e  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  n o r m a l -  
i z e d  v a l u e  a n d  t h e  o r d i n a t e  r a n g e ,  N o t e  t h a t  t h e  v e r y  s m a l l  
r a n g e s  f o r  P, I, and  e a p p e a r  g r e a t l y  e x a g g e r a t e d  o n  a n o r -  
~ 
~ 
m a l i z e d  s c a l e ;  however ,  t h i s  m e t h o d  o f  p r e s e n t i n g  t h e  d a t a  
f a c i l i t a t e s  a n a l y s i s .  The e n v e l o p e s  f o r  Q and  p o r t i o n s  o f  
I a p p e a r  a s  s i n g l e  l i n e s  s i n c e  t h e  a m p l i t u d e s  o f  t h e i r  o s c i l -  
l a t i o n s  a r e  t o o  s m a l l  t o  d i s t i n g u i s h  o n  t h e  p l o t s .  Each  g r a p h  
c o n s i s t s  o f  t w o  s e p a r a t e  p l o t s  o f  an  o r b i t  e l e m e n t  s o  t h a t  
c o m p a r i s o n s  may b e  made w i t h  c o n v e n i e n c e .  T h u s  g r a p h s  f o r  t h e  
e l e m e n t s  P, $2 a n d  e g i v e  a c o m p a r i s o n  f o r  d i f f e r e n t  i n c l i n a -  
t i o n s ,  w h e r e a s  t h e  g r a p h s  f o r  i n c l i n a t i o n  p r e s e n t  e n v e l o p e s  f o r  
d i f f e r e n t  a l t i t u d e s .  N o t e  t h a t  when a l t i t u d e  i s  t h e  v a r i a b l e ,  
t h e  a b s c i s s a  mus t  r e p r e s e n t  t i m e  i n  d a y s  o n l y ,  s i n c e  e a c h  c u r v e  
i s  b a s e d  o n  a d i f f e r e n t  number  o f  r e v o l u t i o n s .  
I 
I t  i s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  t h a t  t h e  t i m e  span  o f  i n t e r e s t  
(27 .55  d a y s )  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  M o o n ' s  p e r i o d  o f  r o t a t i o n  a b o u t  
i t s  s p i n  a x i s  and, a l s o ,  t o  i t s  p e r i o d  o f  r e v o l u t i o n  a b o u t  t h e  
E a r t h .  A t  t i m e  z e r o  t h e  p r o j e c t i o n  o f  t h e  E a r t h - M o o n  l i n e  on  
t h e  l u n a r  e q u a t o r i a l  p l a n e  w i l l  c o i n c i d e  w i t h  t h e  s a t e l l i t e ' s  
l i n e  o f  n o d e s .  The E a r t h - M o o n  l i n e  w i l l  r o t a t e  ( c o u n t e r c l o c k -  
w i s e  a s  v i e w e d  f r o m  t h e  p o s i t i v e  z - a x i s )  t h r o u g h  a p p r o x i m a t e l y  
90" i n c r e m e n t s  e v e r y  7 d a y s ,  such t h a t  o n e  c o m p l e t e  r e v o l u t i o n  
i s  d e s c r i b e d  i n  j u s t  u n d e r  28 d a y s .  The  X I - a x i s  ( M o o n ' s  
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p r i n c i p a l  a x i s  o f  i n e r t i a )  w i l l  a l w a y s  b e  w i t h i n  7 "  o f  t h e  
E a r t h - M o o n  l i n e .  A k n o w l e d g e  o f  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  E a r t h  and  
t h e  x l - a x i s  w i l l  b e  u s e f u l  i n  i n t e r p r e t i n g  t h e  g r a p h i c a l  d a t a ,  
(1) S e m i - L a t u s  R e c t u m .  C u r v e s  f o r  t h e  v a r i a t i o n  o f  
t h e  s e m i - l a t u s  r e c t u m  e x p e r i e n c e  a s i g n i f i c a n t  c h a n g e  i n  s h a p e  
w i t h  i n c r e a s i n g  i n c l i n a t i o n  f o r  p r o g r a d e  o r b i t s  and  d e c r e a s i n g  
i n c l i n a t i o n  f o r  r e t r o g r a d e  o r b i t s .  E n v e l o p e  b o u n d a r i e s  a r e  
n e a r l y  l i n e a r  f o r  t h e  e q u a t o r i a l  i n c l i n a t i o n s  and e v o l v e  i n t o  
f u l l y  d e v e l o p e d  s i n u s o i d a l  shapes a t  i n c l i n a t i o n s  o f  20"  and 
160" .  F rom t h e  g r a p h i c a l  d a t a  a l o n e  t h e r e  I s  n o  way o f  d e t e r -  
m i n i n g  w h a t  c o m b i n a t i o n  o f  l u n a r  and  t e r r e s t r i a l  g r a v i t a t i o n a l  
e f f e c t s  c a u s e s  t h i s  phenomena. A t  t h e  t i m e  o f  t h i s  w r i t i n g ,  
t h e  u n p u b l i s h e d  r e s u l t s  f r o m  a c o m p a r i s o n  o f  n u m e r i c a l  d a t a  and 
m a c h i n e  p l o t s  f o r  t w o  c o m p u t e r  r u n s  p r o v i d e d  a n  e x p l a n a t i o n .  
One s e t  o f  r e s u l t s  i s  b a s e d  o n  a Moon and E a r t h - o n l y  m a t h e m a t -  
i c a l  m o d e l  and t h e  o t h e r  i s  based  o n  a M o o n - o n l y  m o d e l .  Some 
o f  t h e  r e s u l t s  a r e  deemed i m p o r t a n t  e n o u g h  t o  w a r r a n t  t h e i r  
i n c l u s i o n  h e r e  w i t h o u t  p r e s e n t i n g  a f o r m a l  g r a p h i c a l  j u s t i f i c a -  
t i o n .  Each  o r b i t  had  a n  i n i t i a l  i n c l i n a t i o n  o f  170" and r a d i u s  
o f  1822.20 KM.  A c o m p a r i s o n  o f  t h e  m a c h i n e  p l o t s  o f  t h e  m o n t h l y  
e n v e l o p e s  f o r  t h e  s e m i - l a t u s  r e c t u m  r e v e a l e d  t h a t  t h e  s h a p e  o f  
t h e  e n v e l o p e  b o u n d a r i e s  was p r a c t i c a l l y  t h e  same i n  e a c h  case ,  
and t h a t  a l l  p o i n t s  o f  t h e  l o w e r  b o u n d a r y  o f  t h e  M o o n - o n l y  
e n v e l o p e  w e r e  a b o u t  40 m e t e r s  ( o n e - t e n t h  i n c r e m e n t  on t h e  n o r -  
m a l i z e d  s c a l e )  a b o v e  t h e  Moon and E a r t h - o n l y  l o w e r  b o u n d a r y .  
T h i s  e v i d e n c e  t e n d s  t o  s u p p o r t  t h e  c o n t e n t i o n  t h a t  l u n a r  e f -  
f e c t s  a r e  much m o r e  i m p o r t a n t  t h a n  t e r r e s t r i a l  e f f e c t s  w i t h  
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r e s p e c t  t o  t h e  shape  and  a m p l i t u d e  o f  t h e  e n v e l o p e  f o r  t h e  
s h o r t  p e r i o d  o s c i l l a t i o n s  o f  t h e  s e m i - l a t u s  r e c t u m .  By corn- 
p a r i n g  F i g .  4 w i t h  F i g .  5 and  F i g .  1 2  w i t h  F i g .  1 3 ,  i t  i s  
e v i d e n t  t h a t  e n v e l o p e  s h a p e  i s  p r a c t i c a l l y  i n d e p e n d e n t  o f  a l t i -  
t u d e  f o r  a g i v e n  i n c l i n a t i o n .  N o t e  t h a t  f o r  a g i v e n  a l t i t u d e  
and  i n c l i n a t i o n ,  t h e  a m p l i t u d e  o f  o s c i l l a t i o n s  d o e s  n o t  d e p e n d  
o n  t h e  d i r e c t i o n  o f  s a t e l l i t e  m o t i o n .  N o t e ,  a l s o ,  t h a t  t h e  
e n v e l o p e s  f o r  p r o g r a d e  m o t i o n  ( o r b i t  t y p e s  1 - 4 )  h a v e  a 1 2  d a y  
p e r i o d  a s  o p p o s e d  t o  a 14 d a y  p e r i o d  f o r  r e t r o g r a d e  m o t i o n  
( o r b i t  t y p e s  5-8). I n  v i e w  o f  what  h a s  b e e n  s a i d  a b o u t  t h e  
m o t i o n  o f  t h e  E a r t h - M o o n  l i n e  and t h e  X I - a x i s ,  b i - m o n t h l y  
p e r i o d s  w o u l d  b e  e x p e c t e d .  The t w o  d a y  d i f f e r e n c e  i n  t h e  p e -  
r i o d s  c a n  b e  a t t r i b u t e d  t o  t h e  e f f e c t s  o f  a l a r g e  n o d a l  r e -  
g r e s s i o n  r a t e  f o r  p r o g r a d e  m o t i o n  and  a n o d a l  p r o g r e s s i o n  r a t e  
o f  c o m p a r a b l e  m a g n i t u d e  f o r  r e t r o g r a d e  o r b i t s .  
( 2 )  I n c l i n a t i o n .  The  r e s u l t s  f o r  t h e  i n c l i n a t i o n  a r e  
p r e s e n t e d  i n  F i g s .  6 , , 7 ,  1 4  and 1 5 .  I t  c a n  b e  seen  t h a t  t h e  
a m p l i t u d e s  o f  t h e  s h o r t  p e r i o d  o s c i l l a t i o n s  a r e  q u i t e  s m a l l  f o r  
a l l  o r b i t  t y p e s .  N o t e  t h a t  a l l  e n v e l o p e s  a p p e a r  t o  h a v e  a s e c -  
u l a r  t r e n d .  T h i s  i s  m o s t  a p p a r e n t  f o r  o r b i t  t y p e s  5 a n d  6 .  
The  t e s t  c o m p a r i s o n ,  m e n t i o n e d  p r e v i n u s l y ,  r e v e a l e d  t h a t  s e c -  
u l a r  t r e n d s  w e r e  n o t  p r e s e n t  i n  t h e  M o o n - o n l y  p l o t  f o r  i n c l i n a -  
t i o n ,  S u c c e s s i v e  m in imum p o i n t s  o n  t h e  e n v e l o p e  f o r  i n c l i n a t i o n  
i n  t h e  Moon and E a r t h  c a s e  d i f f e r e d  b y  0 . 2  on t h e  n o r m a l i z e d  
s c a l e .  A p p a r e n t l y  t h e  E a r t h  a l o n e  c a u s e s  t h i s  s e c u l a r  o r  l o n g -  
t e r m  v a r i a t i o n .  When t h e  E a r t h  e x e r t s  a f o r c e  n o r m a l  t o  t h e  
o r b i t  p l a n e ,  t h e  e f f e c t  i s  t r a n s m i t t e d  t o  b y  t h e  f o r c e  
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t e r m  ( W )  i n  Eq.  ( 4 ) .  The d i r e c t i o n  i n  w h i c h  t h i s  p e r t u r b i n g  
f o r c e  a c t s  d e t e r m i n e s  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  s e c u l a r  v a r i a t i o n .  
N o t e  t h a t  a n  i n c r e a s e  i n  a l t i t u d e  c a u s e s  a n  i n c r e a s e  i n  t h e  
r a n g e  o f  v a r i a t i o n  o f  i n c l i n a t i o n  f o r  o r b i t  t y p e s  1, 2, 5 a n d  6 
and t h e  r a n g e  d e c r e a s e s  w i t h  a l t i t u d e  f o r  o r b i t  t y p e s  3, 4, 7 
and 8. T h i s  r a t h e r  s t r i k i n g  r e v e r s a l  p r o v i d e s  a c l u e  f o r  e s t i -  
m a t i n g  t h e  r e l a t i v e  i m p o r t a n c e  o f  E a r t h  and  Moon e f f e c t s  on 
i n c l i n a t i o n .  S i n c e  t h e  r a n g e  o f  I i s  r e l a t i v e l y  s m a l l  f o r  
t h e  n e a r  e q u a t o r i a l  i n c l i n a t i o n s ,  t h e  e f f e c t s  o f  s m a l l  t e r r e s -  
t r i a l  f o r c e s  become a p p a r e n t  when t h e  c h a n g e  i n  a l t i t u d e  i s  
t o w a r d  t h e  E a r t h .  On t h e  o t h e r  hand, t h e  r e l a t i v e l y  l a r g e  
r a n g e  o f  I a t  i n c l i n a t i o n s  o f  20" and  160" i n d i c a t e  t h a t  l u n a r  
f o r c e  e f f e c t s  h a v e  become much more d o m i n a n t ,  c a u s i n g  t h e  r a n g e  
o f  I t o  d e c r e a s e  w i t h  i n c r e a s i n g  a l t i t u d e .  I n  t h i s  c a s e  t h e  
e f f e c t  o f  a s m a l l  i n c r e a s e  i n  t h e  t e r r e s t r i a l  f o r c e  i s  n o t  n o -  
t i c e a b l e .  B o r n ' s  r e s u l t s  show t h a t  t h e  c r i t i c a l  i n c l i n a t i o n  
f o r  r e v e r s a l  m u s t  b e  l e s s  t h a n  10". F i n a l l y ,  n o t e  t h a t  t h e  pe -  
r i o d s  o f  t h e  l o n g - t e r m  v a r i a t i o n s  a r e ,  o n c e  a g a i n ,  1 2  and  
14 d a y s .  
( 3 )  L o n g i t u d e  o f  A s c e n d i n g  Node.  The  e n v e l o p e s  f o r  
t h e  s h o r t  p e r i o d  o s c i l l a t i o n s  o f  52 a r e  shown a s  s i n g l e  l i n e s  
f o r  r e a s o n s  d i s c u s s e d  p r e v i o u s l y .  A c t u a l l y ,  t h e  w i d t h  o f  t h e s e  
l i n e s  i s  a r e a s o n a b l e  e s t i m a t e  f o r  t h e  w i d t h  o f  t h e  e n v e l o p e s  
( F i g s .  8, 9, 1 6  and 1 7 ) .  The gaps a p p e a r i n g  i n  c u r v e s  f o r  il 
d e n o t e  t h e  a b s e n c e  o f  l o c a l  c r i t i c a l  p o i n t s ,  m e a n i n g  t h a t ,  h e r e ,  
t h e  e l e m e n t  v a r i e s  m o n a t o n i c a l l y .  A c o m p a r i s o n  o f  t h e  r e s u l t s  
o b t a i n e d  f r o m  t h e  t w o  c o m p u t e r  r u n s  showed t h a t  t h e  c h a n g e  i n  Sl 
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d u e  t o  E a r t h  e f f e c t s  was 0 . 6 3 " ,  w h i c h  i s  s m a l l  c o m p a r e d  t o  t h e  
t o t a l  c h a n g e  o f  3 4 . 9 " .  A p p a r e n t l y  t h e  M o o n ' s  t r i a x i a l i t y  i s  
t h e  d o m i n a n t  f a c t o r  w i t h  r e g a r d  t o  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  n o d e  
f o r  n e a r - l u n a r  s a t e l l i t e s .  F i g u r e s  8 and 9 show t h a t  t h e  n o d e  
r e g r e s s e s  f o r  p r o g r a d e  o r b i t s  and F i g s .  16 and  17 show a p r o -  
g r e s s i n g  n o d e  f o r  r e t r o g r a d e  o r b i t s .  T h i s  i s  t o  b e  e x p e c t e d  
s i n c e  t h e  s i g n  o f  W ( t h e  p e r t u r b i n g  f o r c e  n o r m a l  t o  t h e  o r b i t  
p l a n e )  i n  t h e  e q u a t i o n  f o r  h i s  n e g a t i v e  when p r o g r a d e  m o t i o n  
e x i s t s  a n d  p o s i t i v e  f o r  r e t r o g r a d e  m o t i o n .  N o t e  t h a t  t h e  r a n g e  
o f  v a r i a t i o n  o f  R i n c r e a s e s  w i t h  d e c r e a s i n g  a l t i t u d e  f o r  a 
g i v e n  i n c l i n a t i o n .  T h i s  i s  s o  b e c a u s e  t h e  Moon a p p e a r s  t o  b e  
t h e  d o m i n a n t  f a c t o r  i n  t h i s  c a s e .  A l t h o u g h  a l m o s t  a l l  o f  t h e  
c u r v e s  f o r  R a r e  n e a r l y  l i n e a r ,  i t  i s  s t i l l  p o s s i b l e  t o  d e t e r -  
m i n e  t h e  p e r i o d s  o f  t h e  l o n g - t e r m  v a r i a t i o n s .  T h e y  a r e  n o t  s i g -  
n i f i c a n t l y  d i f f e r e n t  f r o m  t h o s e  n o t e d  f o r  P a n d  I. The  g a p s  
t e n d  t o  a p p e a r  when t h e  X I - a x i s  i s  e i t h e r  p a r a l l e l  o r  p e r p e n -  
d i c u l a r  t o  t h e  o r b i t ' s  l i n e  o f  nodes .  
( 4 )  E c c e n t r i c i t y .  The  g r a p h i c a l  r e s u l t s  f o r  t h e  e c -  
c e n t r i c i t y  i n d i c a t e  t h a t  t h i s  e l e m e n t  e x p e r i e n c e s  n o  s i g n i f i -  
c a n t  c h a n g e  when a l t i t u d e ,  i n c l i n a t i o n  and  t h e  d i r e c t i o n  o f  
s a t e l l i t e  m o t i o n  i s  c h a n g e d  ( F i g s .  10, 11, 18 a n d  19). T h e  
maximum v a l u e  o f  e i n c r e a s e s  s l i g h t l y  w i t h  d e c r e a s i n g  a l t i -  
t u d e .  A s i m i l a r  i n c r e a s e  o c c u r s  when the .  d i r e c t i o n  o f  s a t e l -  
l i t e  m o t i o n  i s  r e v e r s e d  ( r e t r o g r a d e  t o  p r o g r a d e ) .  The  r e s u l t s  
o f  t h e  t w o  c o m p u t e r  r u n s ,  t e s t i n g  f o r  t h e  s e p a r a t e  e f f e c t s  o f  
t h e  E a r t h  a n d  Moon, i n d i c a t e  t h a t  s u b h a r m o n i c s  o c c u r r i n g  n e a r  
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t h e  7 and 21 d a y  p o i n t s  a r e  c a u s e d  by  t h e  M o o n ' s  n o n c e n t r a l  
f o r c e  f i e l d .  A d d i n g  i n  t h e  E a r t h  e f f e c t s  s i m p l y  c a u s e s  a 
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V .  CONCLUSIONS AND RECOMMENDATIONS 
A c o m p u t e r  p r o g r a m  was w r i t t e n  t o  b e  u s e d  w i t h  t h e  
C D C  1604  d i g i t a l  c o m p u t e r  f o r  i n t e g r a t i o n  o f  a s e t  o f  f i r s t -  
o r d e r  n o n l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w h i c h  d e f i n e  t h e  t i m e  
r a t e s  o f  c h a n g e  o f  t h e  s a t e l l i t e  o r b i t  e l e m e n t s .  The p r o g r a m  
i n c o r p o r a t e s  an  Adams-Mou l ton  n u m e r i c a l  i n t e g r a t i o n  m e t h o d  w i t h  
a R u n g e - K u t t a  s t a r t e r .  M a c h i n e  p l o t s  f o r  t h e  v a r i a t i o n  o f  t h e  
o r b i t  e l e m e n t s  w i t h  r e s p e c t  t o  t i m e  w e r e  u s e d  t o  a n a l y z e  t h e  
c h a r a c t e r i s t i c s  o f  n e a r - c i r c u l a r  l u n a r  s a t e l l i t e  o r b i t s  o v e r  a 
p e r i o d  o f  a p p r o x i m a t e l y  28 d a y s .  
The t a b u l a r  a n d  g r a p h i c a l  r e s u l t s  f o r  e i g h t  o r b i t  
t y p e s  h a v e  l e d  t o  t h e  f o l l o w i n g  c o n c l u s i o n s :  
(1) A l l  o r b i t  t y p e s  e x h i b i t  h i g h l y  s t a b l e  c h a r a c t e r -  
i s t i c s  o v e r  an  i n t e r v a l  o f  2 7 . 5 5  d a y s . .  The a p p e a r a n c e  o f  s e c -  
u l a r  t r e n d s  i n  t h e  e n v e l o p e s  o f  t h e  s h o r t - p e r i o d  v a r i a t i o n s  o f  
i n c l i n a t i o n  s h o u l d  n o t  b e  i n t e r p r e t e d  a s  a n  i n d i c a t o r  o f  f u t u r e  
i n s t a b i l i t y ,  s i n c e  t h e  t r e n d s  shown may b e  p o r t i o n s  o f  l o n g -  
t e r m  p e r i o d i c  v a r i a t i o n s .  
( 2 )  The e n v e l o p e s  o f  t h e  s h o r t - t e r m  o s c i l l a t i o n s  o f  
v a l u e s  o f  t h e  o r b i t  e l e m e n t s  P, I, 52 a n d  e h a v e  p e r i o d s  of 
1 2  d a y s  f o r  p r o g r a d e  o r b i t s  and  14 d a y s  f o r  r e t r o g r a d e  o r b i t s .  
( 3 )  The shape  o f  t h e  e n v e l o p e s  f o r  t h e  s e m i - l a t u s  
r e c t u i n  i s  s e n s i t i v e  t o  c h a n g e s  i n  i n c l i n a t i o n  and  r e l a t i v e l y  
i n s e n s i t i v e  t o  c h a n g e s  i n  a l t i t u d e .  
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( 4 )  The v a r i a t i o n a l  r a n g e  o f  t h e  e n v e l o p e s  f o r  t h e  
i n c l i n a t i o n  i n c r e a s e s  w i t h  a l t i t u d e  a t  i n i t i a l  i n c l i , n a f i a n s  o f  
0 .5"  and  179 .5"  a n d  d e c r e a s e s  w i t h  a l t i t u d e  a t  i n c l i . n a t i a n s  o f  
20"  and  160". Hence, i t  a p p e a r s  t h a t  f o r  s h o r t - t e r m  m o t i o n ,  
t h e  E a r t h  e f f e c t s  a r e  r e l a t i v e l y  u n i m p o r t a n t  w i t h  r e s p e c t  t o  
s i g n i f i c a n t  p e r t u r b a t i o n s  i n  i n c l i n a t i o n .  
( 5 )  The a m p l i t u d e  o f  t h e  l o n g - t e r m  o s c i l l a t i o n s  o f  
t h e  i n c l i n a t i o n  i n c r e a s e s  s i g n i f i c a n t l y  when t h e  o r b i t  p l a n e  
becomes m o r e  i n c l i n e d  t o  t h e  l u n a r  e q u a t o r i a l  p l a n e .  The p r i n -  
c i p a l  c a u s e  o f  t h e  phenomena a p p e a r s  t o  b e  t h e  c o m p o n e n t  o f  t h e  
M o o n ' s  n o n c e n t r a l  g r a v i t a t i o n a l  f o r c e  n o r m a l  t o  t h e  s a t e l l i t e  
o r b  i t p l a n e .  
( 6 )  The 1 i n e  o f  n o d e s  r e g r e s s e s  f o r  p r o g r a d e  o r b i t s  
and p r o g r e s s e s  f o r  r e t r o g r a d e  o r b i t s .  The s e c u l a r  r a t e  o f  
c h a n g e  o f  R d e c r e a s e s  w i t h  a l t i t u d e  f o r  a g i v e n  i n c l i n a t i o n  
and  d e c r e a s e s  w i t h  i n c r e a s i n g  i n c l i n a t i o n  f o r  a g i v e n  a l t i t u d e ,  
( 7 )  T h e  a m p l i t u d e  o f  s h o r t - p e r i o d  o s c i l l a t i o n s  o f  t h e  
e c c e n t r i c i t y  a r e  n o t i c e a b l y  i n s e n s i t i v e  t o  c h a n g e s  i n  e i t h e r  
a l t i t u d e  o r  i n c l i n a t i o n .  
( 8 )  The manner  a n d  e x t e n t  t o  w h i c h  t h e  E a r t h  i n f l u -  
e n c e s  t h e  v a r i a t i o n  o f  P ,  R ,  and e c a n n o t  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  
t h e  g r a p h i c a l  d a t a  g i v e n  i n  t h i s  r e p o r t .  
U n d o u b t e d l y ,  a m o r e  e x t e n s i v e  i n v e s t i g a t i o n ,  b y  ma- 
c h i n e  c o m p u t a t i o n ,  o f  c e r t a i n  a r e a s  o f  t h i s  p r o b l e m  w o u l d  l e a d  
t o  m o r e  s p e c i f i c  i n t e r p r e t a t i o n s  o f  t h e  g r a p h i c a l  d a t a ,  a n d  
w o u l d  p r o v i d e  a means o f  i m p r o v i n g  t h e  m e t h o d  o f  s o l u t i o n .  
Some a r e a s  o f  i n t e r e s t  a r e :  
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( 1 )  Comparing machine plots based on mathematical 
models t h a t  include i n d i v i d u a l  a n d  collective effects of the 
Moon, Earth, Sun and variable Earth-Moon node would establish 
criteria for simplifying the problem commensurate with desired 
accuracy limits. 
(2) Computer test ru n s ,  exploiting the double preci- 
sion feature, could establish definite limits for truncation 
and round-off error. 
(3) A significant reduction in machine time can be 
realized b y  generating specialized ephemeris tapes containing 
single precision disturbing body coordinates with a time incre- 
ment to match the value of a fixed integration mesh size. 
(4) For near-lunar orbits, determination of the im- 
portance of the fourth-order term o f  the l u n a r  gravitational 
potential function would provide a check on the validity o f  
results based on the second-order term only. 
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V I T A  
D a v i d  H a w k i n s ,  t h e  son o f  M a r y  and  A l l e n  H a w k i n s ,  was 
b o r n  i n  E a s t  Orange,  New J e r s e y ,  o n  J a n u a r y  7, 1931. He g r a d -  
u a t e d  f r o m  C o l u m b i a  H i g h  S c h o o l ,  Map lewood ,  New J e r s e y ,  i n  1949, 
and  r e c e i v e d  t h e  B a c h e l o r  o f  S c i e n c e  D e g r e e  i n  M a t h e m a t i c s  f r o m  
T r i n i t y  C o l l e g e ,  H a r t f o r d ,  C o n n e c t i c u t ,  i n  1 9 5 4 .  T h r o u g h  t h e  
R. 0 .  T. C .  P r o g r a m  a t  T r i n i t y ,  h e  was c o m m i s s i o n e d  a Second 
L i e u t e n a n t  i n  t h e  U n i t e d  S t a t e s  A i r  F o r c e .  F o l l o w i n g  t h r e e  
y e a r s  o f  t r a i n i n g  i n  p i l o t i n g ,  n a v i g a t i o n  and b o m b i n g ,  he  s p e n t  
f i v e  y e a r s  i n  t h e  S t r a t e g i c  A i r  Command a s  a n a v i g a t o r - b o m b a d i e r  
o n  a c o m b a t - r e a d y  B-52 bomber c r e w .  I n  1 9 6 0  h e  m a r r i e d  t h e  f o r -  
mer  Rosa L o u i s e  Andrews  o f  Montgomery,  A labama,  w h i l e  a t t e n d i n g  
t h e  A i r  F o r c e  S q u a d r o n  O f f i c e r s  S c h o o l  a t  M a x w e l l  AFB. He e n -  
r o l l e d  i n  The U n i v e r s i t y  o f  Texas i n  1962 ,  u n d e r  The  A i r  F o r c e  
I n s t i t u t e  o f  T e c h n o l o g y  P r o g r a m  a n d  r e c e i v e d  t h e  B a c h e l o r  o f  
S c i e n c e  D e g r e e  i n  A e r o - S p a c e  E n g i n e e r i n g  i n  1 9 6 5 .  He now h o l d s  
t h e  r a n k  o f  C a p t a i n  U S A F .  
P e r m a n e n t  a d d r e s s :  3 5 0  H a r t f o r d  Road 
S o u t h  Orange, New J e r s e y  
T h i s  t h e s i s  was t y p e d  b y  M r s .  P a t r i c i a  J .  M c l l v a i n .  
